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GÉOMÉTRIE, 



Avec des Applications à la stabilité des Vaisseaux, aux Déblais et Remblais, 
au Défilement, ùTOplique, etc.; 



OUVRAGE APPROUVÉ PAR L'INSTITUT DE FRANCE, 
POUR FAIRE SUITE 

A LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

ET ♦ 

A LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE DE M. MONGE: 



PAR Cil. DUPIN, Membre de / Académie Ionienne , Associé étranger de f Institut 
royal de Naples , des Académies des Sciences de Turin , Montpellier > etc . ; Correspondant 
de la première Classe de t Institut de France , Capitaine du Génie maritime , Membre 
de la Légiûn-d Honneur. 
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A M/MONGE, 

MEMBRE DE L’INSTITUT, 

CH. DUPIN. 



Mon illustre maître, 



Je vous dédie mon premier Ouvrage dans un genre où 
je dois tout à vos leçons ; vos encouragements mont engagé 
dans la carrière aplanie par vos travaux; vos avis, vos 
suffrages ont soutenu mes premiers pas, et j’ai pensé 
qu’avoir obtenu de vos mains la plus simple palme , c’était 
avoir remporté déjà un noble prix. 

a 
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Dans les trop longues années qu’il m’a fallu passer en 
des contrées presque barbares , et si loin de mon pays , après 
ce qui tient aux affections de la nature , ce que je regrettais 
le plus, c’était F amitié de ces hommes illustres, dont les 
préceptes bienveillants m’élevaient au-dessus de moi-même , 
et dont la présence était pour mon courage un aiguillon qui, 
chaque jour, ranimait mes forces facilement épuisées. 

Cependant, malgré F immense intervalle qui nous séparait, 
j’étais encore en présence de vous et de cos pairs ; je char- 
mais ma solitude en vous soumettant en idée mes travaux; je 
songeais à ce qu’ils devaient être pour mériter F approbation 
de semblables juges , et , plein cF une ardeur toujours 
nouvelle, j’espérais que le temps et la répétition continue des 
mêmes efforts, rendraient enfin mes faibles ébauches moins 
indignes de vous être présentées. 

Vous m’ apprendrez, si mes vœux et mes espérances n’étaient 
pas seulement une heureuse chimère,- 1 ne-si les modèles qui 
fixaient incessamment mes regards , n’ ont pas rehaussé, quel- 
ques traits de ces copies, ou de ces imitations. Que si votte 
réponse et dès-lors la décision du public ne m’étaient pas 
entièrement défavorables , c’est à vous-même que j’en rappor- 
terais l’honneur; et je vous dirais, comme cet Ancien ci son 
mécène et son ami , 



Quod spiro et placeo , si placco , tuum est. 




PRÉFACE. 



Quoique cet ouvrage, divisé par Mémoires, semble annoncer 
plutôt des recherches scientifiques qu’un Traité élémentaire, 
cependant c’est un Truité élémentaire sur la courbure des 
surfaces. Nous avons mieux aimé développer plus longue» 
ment beaucoup de parties , pour leur donner plus de clarté. 
Le mérite de nos résultats en sera moins saillant. Mais notre 
méthode est plus utile; et si nous rendons quelque service 
aux hommes à qui cet écrit est spécialement destiné , aux 
Ingénieurs , nous aurons atteint notre but. 

tes progrès de la science ne sont vraiment fructueux, que 
quand ils amènent aussi le progrès des Traités élémentaires; 
c’est par ces écrits que les conceptions nouvelles, réservées 
d’abord au petit nombre des esprits supérieurs, deviennent 
enfin des connaissances générales, et ramifient leurs bienfaits 
dans toutes les parties qui n’attendent qu’une application 
intelligente. 

Présentons rapidement quelques aperçus nécessaires à 
saisir pour bien entrer dans l’esprit de cet ouvrage. 

Les recherches qui font l’otyet de ces Mémoires ont. été 
commencées en 1 800, et continuées en 1 806 et 1 807 . PI usieurs 
des résultats auxquels elles ont conduit leur auteur se trouvent 
consignés dans la Correspondance polytechnique. Quelques 
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savans en ont donné ensuite des démonstrations très-dignes 

d’être étudiées , et pareillement consignées dans cet écrit 

périodique. 

Long-temps après, lorsque l’auteur eut conçu l’idée de 
rendre son ouvrage de quelque utilité pour les élèves de 
l’École Polytechnique, ou des corps du Génie , il l’a recom- 
mencé entièrement , en cherchant à mettre plus d’ordre dans 
sa marche , et plus de simplicité dans un sujet toujours assez 
compliqué par lui-même. 

Le principal objet de ces Mémoires est de développer la 
théorie de la courbure des surfaces, et démontrera la fois 
par des applications nombreuses , prises dans les travaux des 
Services Publics, et l’utilité dont peut être cette même théorie, 
et les moyens généraux de s’en servir. 

On a donc divisé cet ouvrage en deux parties , la tliéurie 
et les application»* Ginq Mémoires sont consacrés à la théorie, 
les trois premiers traitent de la courbure des surfaces consi- 
dérée à partir d’un point unique, les deux autres considèrent 
r cette courbure sur toute l’étendue des surfaces. Cette première 
particquenouspublionsaujourd’huiformeunouvragecomplct. 

On a constamment séparé les deux méthodes de la Géo- 
métrie pure ou rationnelle pt de la Géométrie analytique ; 
chacune d’elles peut parvenir aux raèpies résultats par les 
moyens qui lui sont propres; chacune a ses inconvénients 
et ses avantages : il faut connaître les uns et les autres pour 
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procéder dans tous les cas à la recherche de la vérité, par la 
voie la plus convenable. 

Et d’ailleurs, si dans l’état actuel de la science, la Géométrie 
analytique semble avoir acquis une supériorité incontestable 
sur la Géométrie rationnelle, par la facilité et, en général, 
la rapidité de ses opérations ; les considérations de cette der- 
nière méthode ne sont pas moins nécessaires à quiconque veut, 
descendre , des généralités de la science , aux applications 
usuelles des arts dont les travaux sont soumis à des lois 
mathématiques. Cette Géométrie est donc indispensable à 
tout Ingénieur. 

Voilà pourquoi dans le premier Mémoire et dans le qua- 
trième, avant de passer à la théorie analytique de la courbure 
des surfaces considérée d’abord à partir d’un seul point, et 
après sur toute l’étendue de ces surfaces , on a présenté par 
la simple Géométrie, tou3 les principes auxquels l’analyse a dii 
conduire ensuite. Nous suivrons constamment cette méthode. 

Nous conseillerons donc à tous ceux qui se destinent aux 
Services Publics, de ne pas se borner aux méthodes analyti- 
ques, sans craindre par là de faire un double emploi de leur 
temps en parvenant deux fois aux mêmes résultats par deux 
routes différentes. Mais peut-être les analystes , beaucoup 
plus familiers avec les calculs qu’avec les considérations 
géométriques , feront - ils bien de commencer par lire les 
Mémoires d’analyse appliquée, dont on a, pour cette raison. 
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rendu la lecture indépendante des Mémoires de Géométrie 

pure. 

La seconde partie est composée de quatre Mémoires : ce 
sont des applications des principes posés dans la première 
partie : 

D’abord aux méthodes de la Géométrie descriptive, dans 
les questions où il s’agit de déterminer des grandeurs gra- 
phiquesqui dépendent d’éléments du second ordre, c’est-à-dire, 
d’éléments de la courbure des lignes et des surfaces. 

Ensuite à la stabilité des vaisseaux et à l’équilibre des 
corps flottants , en général, qu’on ramèneà des considérations 
purement géométriques , au moyen des propriétés des centres 
de courbure des surfaces. 

Troisièmement à la question des déblais et remblais déjà 
traitée par Monge, mais dans le cas seulement où les routes 
doivent être constamment rectilignes : nous avons supposé 
les routes tracées sur des surfaces quelconques , et cherché 
les lois qu’elles doivent suivre dans cette hypothèse, qui est 
à proprement parler le cas de la nature. 

Enfin à l’optique, en faisant voir que la démonstration 
des beaux principes découverts par Malus sur les surfaces 
formées par les rayons réfléchis et réfractes , sur les lieux 
des images, etc. , peut se déduire immédiatement des prin- 
cipes exposés dans la première partie de ces Développements. 

Peut-être aussi joindrons-nous à ces divers sujets une 
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exposition des principales méthodes qui constituent la théorie 
du Défilement. Alors les Ingénieurs trouveraient réunis dans 
un seul volume, les applications les plus importantes que 
la Géométrie fournit aux travaux qu’ils dirigent. 

Tel est le cadre dans lequel est circonscrit cet ouvrage. 

Si les circonstances nous permettent de recueillir les ma- 
tériaux que nous desirons , nous ferons précéder la seconde 
partie par un Précis historique des travaux faits en Géométrie 
par les anciens élèves de l’École Polytechnique. Déjà plusieurs 
de ces élèves ont péri, la tradition de ce qui leur appartient 
dans le perfectionnement de la science se perd de jour en jour; 
et d’autres qu’eux, peut-être, recueilleraient injustement le 
fruit de leurs veilles. Nous nous croirons trop heureux si nous 
parvenons à rendre aux hommes qui ne sont plus, comme 
aux hommes qui sont encore , la justice qui leur est due. 

Avant de terminer ces notions préliminaires, nous croyons 
devoir témoigner toute notre reconnaissance aux Géomètres 
qui ont bien voulu nous accorder leurs conseils et quelquefois 
leurs encouragements, à Carnot, ce grand homme qu’il suffit 
de nommer, aux savants d’Italie et surtout à Paoli , qui nous 
ont éclairé sans paraître mettre de prix à leurs lumières, et qui 
croient que les beaux talents ne sogt pas départis aux hommes 
supérieurs pour en accabler les hommes moins favorisés de 
la nature, mais pour leur faciliter une route toujours trop 
hérissée d’obstacles. 
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Enfin nous n’oublierons pas non plus nos anciens cama- 
rades de l’École Polytechnique, nos chers amis Augoyat w et 
Maresticr qui ont bien voulu l'élire nos manuscrits, en 
relever les inexactitudes, et nous faire retoucher les passages 
écrits d’une manière obscureou peu rigoureuse. Loin de rougir 
de semblables services, nous éprouvons un vrai plaisir à 
les faire connaître, et nous voudrions que cet exemple, plus 
généralement suivi, rendit aussi les vrais aristarques et plus 
faciles et plus communs. 



Capitaine au Corps du Génie militaire et l’un de* fondateurs de l’Académie 
Ionienne. 

C**) Ingénieur de la Marine française , ancien Chef de Division de l’École Poly- 
technique. 
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INSTITUT DE FRANCE. 

CLASSE DES SCIENCES PHYSIQUES ET MATHÉMATIQUES. 



RAPP0RT C&' 

FAIT PAR UNE COMMISSION 

COMPOSÉE 

DE MM. CARNOT, MONGE ET POISSON, 

SUR LES TROIS PREMIERS MÉMOIRES 

DE GÉOMÉTRIE ET D’ANALYSE 

• « 
v 

Présentés par Gh. DUPIN, dans la Séance du i 4 décembre 181s. 



M . Dupin sc propose de publier un ouvrage qui aura pour 
titre : Développements de Géométrie rationnelle et 
analytique , pour servir de suite aux Traités de Géométrie 
Descriptive et de Géométrie Analytique de M. Monge. 

Cet ouvrage sera le recueil de plusieurs Mémoires que 
l’auteur a composés sur des questions purement théoriques, 
et sur d autres problèmes qui trouvent des applications utiles 
dans les arts, et particulièrement dans le service des Ingé- 
nicui s. Avant de le faire paraître , il desire que les différentes 

b 
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parties de son travail soient soumises au jugement de la Classe 

à laquelle il a présenté, dans une de ses dernières séances, 

trois de ses Mémoires qu’elle a renvoyés à notre examen. 

Les questions qu’il y a traitées, sont relatives aux courbures 

des surfaces. Son objet principal est de rendre celte théorie 

plus élémentaire , et surtout (F un usage plus facile dans les 

nombreuses applications dont elle est susceptible. Ce qu’il 

importe en effet, dans les arts, c’est de pouvoir ramener la 
• * 

solution des problèmes à des constructions graphiques faciles 
à exécuter, et c’est en cela que les procédés simples et uni- 
formes de la Géométrie Descriptive sont d’une si grande 
utilité à toutes les classes d’ingénieurs. 

Dans le premier de ces trois Mémoires, M. Dupin rappelle 
tous les théorèmes connus sur la courbure des surfaces, et 
sur les contacts du second ordre. Il parvient à les démontrer 
par des considérations géométriques, et sans aucun calcul. 
Il y ajoute ensuite d’autres théorèmes qu’il a découverts , 
et qui sont pour la plupart remarquables par la simplicité de 
leurs énoncés. 

Les cercles osculateurs de toutes les sections normales que 
l’on peut faire en un point donné sur une surface, ont leurs 
centres sur la normale en ce point; mais comme leurs rayons 
sont en général inégaux , et quelquefois tournés en sens op- 
posés, il s’ensuit qu’ils ne peuvent pas appartenir tous à 
une même sphère; mais on sait par l’analyse, et M. Dupin 
démontre sinthétiquement que tous ces cercles sont toujours 
osculateurs des sections normales d’un même ellipsoïde, ou 
plus généralement d’une surface du second degré dont un 
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des axes coïncide avec la normale au point donné. Cet ellip- 
soïde est osculatcur de la surface donnée dans tous les sens 
autour du point du contact; et pour déterminer la courbure 
de cette surface , il suffit de considérer celle de l’ellipsoïde à 
son sommet. Ainsi dans une surface quelconque, comme au 
sommet d’un ellipsoïde, les directions de la plus petite et 
de la plus grande courbure, à partir d’un même point, sont 
à angle droit. Ce sont les seules directions suivant lesquelles 
les normales consécutives puissent se couper* d’où il résulte 
les diverses propriétés des lignes de plus grande et de moindre 
courbure qi*c l’un de nous ( M. Monge ) a le premier fait 
connaître ; et enfin l’on en peut aussi conclure le beau théo- 
rème d’Euler, d’après lequel les courbures de toutes les sections 
normales autour d’un même point, se déduisent facilement 
des deux courbures principales. 

M. Dupin considère, en particulier, les surfaces du second 
degré qui ont un centre. Il donne une construction simple 
et facile à exécuter, pour déterminer en chacun de leurs 
points, les directions et les grandeurs des deux courbures 
principales, et généralement de toutes les autres sections 
normales. 

Revenant ensuite à la théorie générale des courbures, il 
démontre un théorème dont l’énoncé est assez compliqué, 
mais dont il tire deux conséquences importantes. 

Il en conclut d’abord que si deux surfaces se touchent dans 
toute l’étendue d’une ligne courbe, tout plaü tangent à cette 
ligne coupera les surfaces suivant deux courbes qui auront 
entre elles un contact d’un ordre immédiatement supérieur à 
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celui de ces surfaces (*). Lorsque, par exemple, un cône em- 
brasse une sphère, il a avec elle, dans toute l’étendue d’un 
petit cercle, un contact du premier ordre. Or, tout plan mené 
par une tangente à ce cercle, coupera le cône et la sphère, 
suivant deux courbes qui se toucheront au second ordre; 
de sorte que la section de la sphère sera le cercle osculateur 
de la section conique. 

La seconde conséquence que M. Dupin déduit de son théo- 
rème, c’est que |i deux surfaces ont un plan tangent commun 
en un point, et que deux sections faites par un plan nonnal 
passent par une droite tracée sur ce plan tangent: ces sections 
ayant cntr’clles un contact du second ordre, il en sera de 
même par rapporté toutes les sections obliques faites par des 
plans passant par la même droite ; il en résulte donc que la 
sphère qui contient le cercle osculateur d’une section normalo 
faite dans une surlaçe quelconque, contient aussi les cercles 
des sections obliques faites par des plans qui passent par la 
môme tangente, ou autrement dit, si un plan tourne autour 
d’une droite tracée sur le plan tangent à une surface, toutes 
les courbes suivant lesquelles il coupera cette surface, auront 
leurs cercles de courbure sur une môme sphère. Le théorème 
qui lie les courbures des sections obliques à celles des sections 
normales est dû à Meusnier; en le joignant à celui d’Euler que 
nous avons cité, il en résulte que les courbures de toutes les 
lignes que l’on peut faire passer sur une môme surface , et 

Depuis la rédaction de ce Rapport , l'Auteur a fait voir que le rapprochement 
de ces deux sections n'était pas seulement d’un ordre immédiatement supérieur à 
celui des deux surfaces , mais immédiatement supérieur au double de cet ordre* 
(Voyez le Supplément au second Mémoire, page aa6 et suivantes. ) 
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par un même point, sont liées entr’ elles, de manière que 
la plus grande et la plus petite étant connues en grandeur et 
en direction, toutes les autres s’ensuivent. 

Il nous reste à parler de la partie de son travail à laquelle 
M. Dupin attache le plus d’intérêt, et qu’il appelle la théorie 
des tangentes conjuguées. Pour concevoir ce qu’il entend 
par cette dénomination, supposons qu’une surface soit donnée 
et qu’on lui circonscrive une surface développable qui la 
touchera dans toute l’étendue d’une ligne courbe : la tangente 
à cette ligne, en un point donné, et l’arête de la surface dé- 
veloppable qui passe par ce point sont ce que M. Dupin 
appelle deux tangentes conjuguées. Relativement à chaque 
point donné sur la surface, il existe évidemment une inlinité 
de systèmesde semblables tangentes; tous ces systèmes jouissent 
de propriétés curieuses qui n’avaient point encore été remar- 
quées, et dont voici les principales. 

1°. Deux tangentes conjuguées sont réciproques l’une de 
l’autre, c’est-à-dire, que si l’arête d’une première surface 
développable est tangente à la ligne de contact d’une seconde 
surface de la même espèce, réciproquement la tangente à 
la premièra ligne de contact sera l’arête de la seconde surface. 

11°. On peut toujours tracer dans le plan tangent, en 
un point donné, une section conique qui ait ce point pour 
centre, et dont les systèmesde diamètres conjugués représente- 
ront en direction tous les systèmes de tangentes conjuguées. 
M. Dupin nomme cette courbe, l 'indicatrice, parce qu’en effet 
il prouve qu’elle indique, par sa nature, le sens des deux cour- 
bures principales de la surface, en chacun de ses points. 
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III 0 . Les deux axes de l’indicatrice ou lestangeutes conju- 
guées rectangulaires, sont tangentes aux lignes de plus grande 
et de moindre courbure. 

IV°. Pour un même point d’une surface donnée, le rayon 
de courbure de chaque section normale est proportionnel au 
quarré du diamètre de l’indicatrice qui se trouve dans le plan 
de cette section, d’où il suit que selon que l’indicatrice est 
une ellipse ou une hyperbole, la somme ou la différence 
des rayons de courbure des sections qui répondent à deux 
tangentes conjuguées, est une quantité constante égale à la 
somme ou à la différence des deux rayons principaux. L’un 
de ces deux rayons devient infini, et la courbure disparait 
dans un sens, lorsque l’indicatrice se change en une parabole; 
ce qui arrive, par exemple, en tous les points des surfaces 
développables. 

Dans le second et le troisième Mémoire, M. Dupin ap- 
plique l’anulyse aux questions qu’il a traitées dans le premier; 
et, par son moyen, il développe sous un nouveau jour les 
démonstrations de plusieurs des propositions précédentes. Il 
forme l’équation de l’indicatrice pour un point quelconque 
d’une surface donnée; quand celte courbe est une ellipse, 
les deux courbures de la surface au point que l’on considère, 
sont tournées dans le même sens; elles sont tournées en sens 
opposés, lorsque l’indicatrice est une hyperbole; et de cette 
manière, l’examen des diverses inflexions que la surface peut 
éprouver, par rapport au sens de ses courbures, se trouve 
ramené à la discussion fort simple descourbes dusccond degré. 
Dans lecasdel’indicatrice hyperbolique,l’angledes asymptotes 
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fait connaître le rapport des deux courbures principales. Il 
est droit et l’indicatrice est une hyperbole équilalère en tous 
les points de la surface dont l’aire est un minimum entre des 
limites données; car on sait que cette sur&ce jouit de la pro- 
priété d’avoir, en chacun de ses points, ses deux rayons de 
courbure principaux, égaux et dirigés en sens contraires. 
On sait aussi que si une surface du second degré peut être en- 
gendrée par une ligne droite, elle est susceptible d’une seconde 
génération semblable , et qu’il y a toujours deux génératrices 
qui se croisent en chaque point. Or, M. Dupin prouve que 
ces deux droites sont les asymptotes de l’indicatrice; d’où 
il conclut quesur un hyperboloïde à une nappe et sur un paro- 
boloïde hyperbolique , les directions de graude et de la 

moindre courbure en un point quelconque, partagent en 
deux parties égales l’angle des deux génératrices et son supplé- 
ment ; car c’est en effet la propriété des axes de l’hyperbole 
par rapport à scs asymptotes. 

La plus grande partie du troisième Mémoire est employée 
à la détermination des points dans lesquels l’indicatrice est un 
cercle , et où par conséquent les courbures de toutes les 
sections normales sont égales. Ces points remarquables ont 
déjà été considérés par l’un de nous (M. Monge) qui les a 
nommés des ombilics. Relativement à un point de cette es- 
pèce, l’équation des lignes de courbure devient identique, et 
leur direction semble d’abord devoir être indéterminée : c’est 
ce qui arrive effectivement en certains points comme aux 
sommets des surfaces de révolution. Mais M. Dupin fait voir 
qu’il y a d’autres ombilics par lesquels il ne passe qu’une ou 
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trois lignes de courbure, dont les directions sont déterminées, 
et il donne la raison de cette espèce de paradoxe. 

Les recherches que nous venons d’exposer prouvent qu’au 
milieu des travaux dont il a été chargé , M. Dupin n’a pas 
perdu de vue les objets de ses premières études. Elles font 
désirer qu’un Ingénieur qui réunit des connaissances si 
étendues en géométrie et en analyse, public bientôt l’ouvrage 
dans lequel il se propose de les appliquer à des questions de 
pratiquent d’utilité publique. Nous pensons que scs trois 
Mémoires sont très -dignes de l’approbation de la Classe, 
et nous proposerions de les insérer dans le Recueil des Savons 
Etrangers, si l’auteur ne les avait destinés lui-mème à un 
autre usage. ^ 

Signé, les commissaires 

Carnot, Monge, et Poisson, rapporteur. 

La Classe approuve le rapport et en adopte les conclusions. 
28 Décembre 18 ta. 

Certifié conforme à l’original. 

Le secrétaire perpétuel, 

Delambre. 
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DÉVELOPPEMENTS 



DE GÉOMÉTRIE. 



PREMIER MÉMOIRE. 

GÉOMÉTRIE PURE. 

§ I". 

CONSIDÉRATIONS PRÉLIMINAIRES. 

Si pour connaître la nature des diverses surfaces qu’il est possible MM.ode »do P iré 

, -in . . dam ce* Mémoires. 

de concevoir dans 1 espace , on voulait examiner successivement 
et séparément chacune d’elles; à peine, après les plus longs travaux , 
une faible partie en aurait été parcourue , et il serait encore im- 
possible de se former une idée, meme imparfaite, de leur ensemble, 
et des propriétés de l’éteuduc en général. Mais si , portant moins 
l’attention sur les individus , pour n’envisager que les familles, on 
s’occupe seulement des genres qu’elles composent , des caractères 
qui les distinguent et des similitudes qui les unissent ; on n’aura 
plus à considérer une infinité de formes différentes , de propriétés 
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4 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. , 

particulières et isolées. Plus les propriétés deviennent générales, plus 
elles soumettent de grandeurs à leurs lois , et plus aussi , dans 
leur développement, elles se réduisent à un petit nombre de prin- 
cipes remarquables et faciles à saisir. Ce sont autant de fils du vaste 
réseau dont s’enveloppe pour nous la nature des choses , et qui 
nous la décèlent; son tissu devient d’autant plus sensible, que les 
fils dont il se forme nous semblent moins multipliés, parce que 
chacun d’eux se prolonge plus au loin. Ainsi tel est l’avantage de 
cette manière d’envisager les surfaces, qu’en même temps que les 
principes auxquels on s’élèvera s’agrandiront , leur nombre dimi- 
nuera ; et leur ensemble deviendra dèS-lors plus susceptible d’être 
saisi par l’esprit , et retenu par la mémoire. Parmi toutes les divi- 
sions des formes de l'espace , nous devrons donc toujours préférer 
les plus générales. Par là nous donnerons à nos considérations et 
à nos résultats , le plus d’étendue et de simplicité qu’ils puissent 
obtenir. Suivant, en effet , que les géomètres se sont plus OU moins 
rapprochés de ces principes, dans la marche qu’ils ont suivie, leurs 
méthodes ont été aussi plus ou moins avantageuses. 

Toutes les déterminations géométriques possibles se réduisent , 
en dernière analyse , à des configurations de surfaces qui doivent 
remplir des conditions données , en employant pour cela certaines 
lignes déjà connues et déterminées. Aussi la génération des surfaces 
est-elle une des branches de la science de l’étendue , dont on a le 
mieux senti l’importance , et dont on s’est le plus occupé. Pour 
mettre de l’ordre dans les recherches qu’on a faites à ce sujet , 
et les faciliter par la méthode , on a réuni dans une seule et même 
famille , toutes les surfaces qu’on est parvenu à soumettre au même 
mode de description. Ensuite on a cherché à développer les pro- 
priétés inhérentes à ce mode commun ; clics ont présentéJc carac- 
tère du genre qu’on a formé. C’est ainsi qu’ont été analysées , 
classées et rendues plus utiles, toutes les surfaces dont les formes 
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nous sont offertes par la nature dans ses phénomènes , ou par les i« mémoire. 
sciences dans les combinaisons qui leur sont propres , ou par la 
société dans les usages de ses arts. Cependant, en suivant cette 
marche, chaque espèce ne comprend toujours qu’un nombre plus 
ou moins limité de surfaces , et , moins leur nombre est limité , 
moins les déterminations qui leur sont communes embrassent 
d’éléments , moins elles présentent de résultats. 

Mais si considérant toutes les surfaces en général , on étudie la 
forme qu’elles affectent en chacun de leurs points, et que, parmi 
toutes les formes possibles de l’étendue figurée , on choisisse les 
plus élémentaires; afin de les poser, pour ainsi dire, sur celles 
qu’on examine, et d’apprécier ensuite leur rapprochement pour 
l’augmenter de plus en plus ; on lira , si je puis parier ainsi , dans 
la forme générale et indéterminée des surfaces , tout ce qu’elle peut 
offrir de simple et de facile ; on la décomposera dans scs derniers 
éléments , et en les réunissant successivement , on s’élèvera enfin 
jusqu’à la surface même qu’on aura analysée. 

Ainsi, en superposant le plan aux surfaces , il leur sera tangent, et 
il donnera lu clef de toutes les propriétés des lignes et des sur laces 
tangentes à d’autroe surfaces , des surfaces enveloppées par simple 
attouchement, etc.; en un mot, la surface du premier ordre fera 
connaître toutes les propriétés des contacts du premier ordre. 

On substituera ensuite la surface du second ordre à celle du 
premier, c’est-à-dire, au plan, et par son moyen, on connaîtra 
tout ce qui peut être relatif aux contacts du second ordre ou à 
l’osculation des surfaces et à leur courbure. 

On passerait de même aux contacts du troisième , du quatrième 
ordre , etc., en substituant aux surfaces comparatrices du premier 
ou du second ordre, celles du troisième, du quatrième, etc. 

De cette manière, on rapportera au plan toutes les surfaces, dans 
la forme qu’elles affectent à partir de chacun de leurs points; on 
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DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE, 
i" mémoire, les rapportera pareillement aux surfaces du second ordre, du troi- 
sième , etc. A mesure que le degré de la surface comparatrice s'élè- 
vera , le rapprochement dont elle est susceptible s’accroîtra , et 
après avoir tire de la primitive, au moyen des premiers rappro- 
chements , tout ce qu’elle tient dans sa forme des plus simples 
surfaces , on finira comme nous l’avons déjà avancé, par s'élever 
jusqu’à elle , et déterminer entièrement sa figure eu chacun de 
scs points. 

On s’apercevra facilement , par ce que nous avons dit plus haut, 
combien cette méthode , comme, la division qui eu résulte, l’em- 
porte sur la précédente dont elle fait même , à proprement parler, 
la base; combien elle doit répandre d’intérêt et de clarté sur la 
science de l’étendue. Elle a été pour l’analyse des lignes courbes, 
celle de Descartes, de Newton, de Leibnitz et de plusieurs autres 
hommes illustres. On l’a étendue aux surfaces pour beaucoup de 
cas ; on n’a presque rien laissé à dire sur les considérations rela- 
tives aux contacts du plan et des surfaces ; on a effleuré les con- 
tacts du second ordre ; on n’a pas pensé aux ordres supérieurs. 

Nous avous cherché, dans ce Mémoire, à développer pour les 
contacts du sccoud ordre , la méthode dont on vient de faire 
connaître l’esprit. Nous nous sommes par conséquent, pour cela, 
constamment servi des surfaces du second ordre. Nous avons 
recherché celles de leurs propriétés qui appartiennent également 
à toutes les surfaces des autres genres, et nous avons principa- 
lement eu pour but de donner le plus grand degré possible de 
généralité, aux dillërents résultats que ces rapprochements nous ont 
fait découvrir. 

» - *" * * 

Notion, ,nr i„ cnn- Nous allons d’abord prouver que toute surface (S) est suscep- 
onu.. U pr, “"“ tiblc d’avoir en chacun de ses points [qui ne sont pas singuliers ( * ) ], 

IV Voyez la note première , à la do du Mémoire. 
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un plan tel que , à partir du point d’application , tout autre ne t« MÈMOWE. 
puflfee passer entre le premier et la surface ; et par conséquent , 
que toute surface est susceptible d’avoir un plan tangent en chacun 
de ses points : nous passerons ensuite aux tangences du second 
ordre , ou aux osculations. 

Concevons que par le point P de la surface (S) , fig. 1 , on mène 
tme droite quelconque , et un plan qui passant toujours par cette 
droite, prenne successivement toutes les positions dont il est 
susceptible avec cette condition. Dans chaque position , il coupera 
la surface suivant une courbe qui aura pour tangente en P une 

certaine droite ou PT, ou P®, ou Nous supposerons que les 

diverses scctious planes de la surface , ne puissent chacune avoir 
ên P qu’une seule tangente, c’cst -à -dira, en d’autres termes, 
qu’aucune des sections planes de la surface, n’ait en P de point 
multiple. 

Cela pose , l’ensemble des tangentes aux diverses sections que 
nous avons considérées, Tonnera une surface évidemment tan- 
gente à la surface primitive. Examinons ce que peut être cette 
nouvelle surface. Si par deux des tangentes PT,. P© dont elle se 
compose , nous menons un plan (n) ; ou toutes les autres tangentes 
en P seront dans ce plan (H) , ou seulement un nombre déterminé 
PT, P®, P 0 , etc. Mais si ce dernier cas pouvait avoir lieu, le plan (n) 
couperait évidemment la surface suivant une courbe qui , ayant 
eu P plusieurs tangentes PT, P® , Pfl aurait en P un point 
multiple (hypothèse que nous avons exclue) : donc le plan (n) 
que l’on considère, étant supposé passer par les deux tangenfes 
PT, P© , ce qui est évidemment toujours possible, il passe à la 
fois par toutes les autres tangentes. On doit voir maintenant , et 
pans qu’il soit nécessaire de le démontrer plus amplement, que 
le plan (II), lieu des tangentes , jouit des deux propriétés qui carac- 
térisent la tangence : de passer par un point de la surface , et d’être 
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DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE, 
i" mémoire, tel, que tout autre plan ne pourrait, à partir de ce point, avoir 
aucune de ses parties entr’elle et lui. * 

Si l’on considère sur une surface quelconque et autour d’un de 
“ Uom ' ses points P, un espace fort petit , ou un espace plus étendu sur 
une surface dont la courbure soit très-peu considérable , cette 
portion de la surface différera extrêmement peu du plan qui la 
toucherait en P : ce sera de tous les plans possibles celui qui se 
rapprochera le plus de la surface , dans la partie que l’on considère ; 
et qui, par conséquent sera le plus propre à la représenter. SI 
donc une exactitude non pas absolue, mais assez grande, est suffi- 
sante, au lieu de considérer la surface elle-même, d’avoir égard à 
sa courbure , de tenir çompte de la complication de tous ses élé- 
ments , on la supposera plane , et l’erreur dans laquelle cette 
hypothèse entraînera , sera d’autant moins considérable qu’on aura 
moins à s’étendre sur la surface, autour du point P où elle est 
touchée par le plan tangent (n) qu’on lui substitue. 

u>t • 

Eien.pi* offert p« La surface de la terre , dont la courbure est assez peu sensible 
Grogr-i ' pour que, pendant long-temps, les peuples à qui l'habitude d’obser- 
ver n’avait pas encore appris à se défier des premières illusions 
des sens, la jugeasseut un vaste plateau , et dont la forme ensuite 
a successivement été crue sphérique, ellipsoïde et plus compli- 
quée même , à mesure que nos connaissances se sont rectifiées ; 
la terre, dis-je, nous fournit dans la description de ses diverses 
contrées , un exemple sensible de l’utilité dont peut être la substi- 
tution des plans tangents aux surfaces courbes. 

La forme attribuée aux méridiens et aux parallèles de la terre , 
a dù varier avec la forme même du globe, dans nos diverses hypo- 
thèses ; et maintenant ils ne sont plus pour nous ni des droites , 
ni des cercles , ni des ellipses , mais des courbes plus compliquées 
dont la nature ne nous est pas parfaitement connue. Les ligues les 
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THÉORIE. SECTION L 9 

plus courtes, suivant lesquelles nous mesurons nos distances sur t ,r mémoire. 
le globe , sont à double courbure et certainement transcendantes. 

Si donc on voulait embqssser à la fois tant d’éléments dans une 
description exacte , les déterminations que nous jugeons devoir être 
les plus simples , seraient en effet les plus compliquées. 

Au beu de chercher à décrire la foule de courbes, de projections qui 
seraient alors nécessaires, parmi tous les horizons sensibles, c’est-à- 
dire, les plans tangents de la terre, menés à partir du point où est le 
spectateur , on choisira l’un de ceux qui s’écartent le moins de la 
portion du globe qu’on veut décrire ; c’est sur lui qu’on représen- 
tera la surface de la terre dans cette partie , qu’on supposera par 
conséquent plane (ainsi que le faisaient , mais sans croire se tromper, 
les premiers observateurs). On rapportera sur ce plan tous les 
points, toutes les courbes , toutes les distances. Les lignes à double 
courbure s’aplaniront , toutes les courbes viendront se confondre 
avec leurs tangentes ; et les opérations de la géométrie descriptive 
la plus délicate , seront ainsi ramenées aux déterminations les plus 
simples d’intersections de plans et de lignes droites. 

Lorsqu’on doit représenter une portion du globe trop grande 
pour être confondue, sans erreur sensible, avec un de ses plans 
tangents ; les rapprochements du premier ordre ne suffisant plus , 
on passe à ceux du second. On choisit une surface simple et 
qui diffère peu de la surface de la terre ; on restitue ainsi à toutes 
les lignes qu’on considère , leur vraie courbure , ou du moins 
une courbure qui en diffère très-peu. On prend cette nouvelle 
surface pour celle de la terre ; et par cette seconde hypothèse, 
on porte dans les opérations de la géographie et des sciences 
d’observation, une précision infiniment plus grande que celle 
obtenue par la première. Elle a suffi jusqu’ici à tous les besoins 
des arts et des connaissances théoriques, même dans l’état de 
précision où nous les avons portés. Si par la suite , des rc- 

3 
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10 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

i" mémoire, cherches d’une exactitude plus sévère encore , rendaient insufli- 
sants ces rapprochements, il faudrait employer des surfaces ri- 
goureusement osculalrices de la terre, tfosl-à-dire , qui eussent 
avec elle , dans la partie que l’on considère , un contact du second 
ordre ; et si pourtant cela n’était pas suffisant , il serait nécessaire 
de passer aux rapprochements du troisième ordre ; alors il. fau- 
drait prolonger cucorc une des branches de nos connaissances 
géométriques. 

Nous allons maintenant revenir à la théorie meme des contacts, 
que nous avions un moment abandonnée pour en faire sentir 
l’utilité par un exemple remarquable. 

Dans la méthode géométrique que nous suivrons ici, nous 
emploierons souvent des considérations infinitésimales , parce 
qu’elles rendent plus faciles et plus courtes des recherches assez 
compliquées par clles-inêmcs , et qu’on reproche particulièrement 
à la géométrie pure l’étendue des développements qu’elle exige 
dès qu’on veut s’élever par elle à des questions d’un certain ordre. 

.-.su. 

De U osculation des surfaces. 

Soient tracées arbitrairement sur une surface générale (8) , fig. a, 
Cooucu .in seco&d deux courbes PG>C , P<pr, et deux autres courbes <ppC', Qpc 1 , immé- 
diatement consécutives à celles-là ; si une seconde surface (2) pas- 
sant par le point P est telle que les quatre courbes P<&r, P <fy ; 
QpV, Qpy 1 soient respectivement osculalrices en P, P, ç , <D aox 
quatre courbes précédentes ; je dis que les deux surfaces seront 
osculatriccs au point P , c’est-à-dire, seront telles que tout plan 
passant par P coupera les deux surfaces suivant deux courbes 
P-P4D, Pÿ-^a , réciproquement osculatriccs en ce point. 
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THÉORIE. SECTION I. 

En effet , ce plan coupant rencontrera à la fois en * et 4 les I" MÉMOIRE, 
courbes respectivement osculatrices ®pd, ®py'\ et ppC', ppV ; 
puisque les courbes osculatrices sont celles qui ont de commun 
trois points consécutifs , lesquels sont ici : 



et enfin, 



« >,*,P 


pour 


Q'Ppc' 


et 




v>p> 4 


pour 




et 


ViT; 


p, 


pour 


P*4D 


et 


p*4a. 



Il est évident que les deux surfaces (S) et (Z) étant identiques 
dans l’élcinent , auront en P , , p , p mêmes plans tangents , 

et par conséquent mêmes normales. Mais, comme la courbure 
d’un élément de ligne courbe est déterminée par deux normales 
consécutives, l’élément P $pp sera complcttemcnt détermine par les 
quatre normales à (S) et (Z) en P, <t>, p , p; ainsi daus tous les 
cas, il suffit à deux surfaces quelconques (S) et (Z) d’avoir en 
commun quatre normales consécutives arbitraires, autour d'un 
même point P, pour être mutuellement osculatrices dans tout 
l’élément compris sur elles entre ces quatre normales. 

Mais si les normales aux deux surfaces en P , <b , p , p sont com- 
munes, les courbes 



et 



P<K! 

POT 



Ppc 

et 



P <Py 



et 



P pd 

P pS- 



seront osculatrices, et réciproquement : donc , «dès que deux sur- 
faces sont osculatrices en un même point P , dans trois de leurs 
sections différentes, mais arbitraires, elles le sont encore dans 
toutes les autres sections possibles PÿD, P "P a faites à partir du 
point P de contact, par une surface coupante quelconque. » , 
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mémoire. La courbure des surfaces en chacun de leurs points , n’est pas 
Ce t| oe c’e.i que b unique comme celle des lignes courbes. Suivant qu’à partir d’un 
courbure d'ouc »n'* point P d’une surface , on marche sur elle sous des directions 
différentes , la courbure de la ligne qu’on parcourt varie, et c’est 
le système de toutes ces courbures mesurées sur la surface , qui 
constitue la courbure même de cette surface au point P que l’on 
considère. Suivant donc que ces courbures seront plus grande» 
ou plus petites , on dira aussi que la courbure même de la surface 
est plus ou moins grande : enfin , on mesurera la courbure des 
surfaces par celle des courbes tracées sur elles. 



fourni» nrcrssaîrei Nous venons de voir qu’il suffit que trois courbes tracées 

Ami dctcrsiiDAiioii. - , .. _ . , , 

sur une surrace (S), a partir dun point P, soient osculees cit 
ce point par trois autres courbes tracées sur une seconde sur- 
face (2) , pour que toutes les sections possibles Elites en P par un 
mcnic plan sur ces deux surfaces , soient pareillement osculatrices 
enlr’elles , c’est-à-dire, aient la même courbure. Ainsi, «la courbure 
et la position de trois lignes menées arbitrairement sur une sur- 
face par un de ses points , suffit pour déterminer entièrement au 
même point la courbure de 1a surface qui les contient. » 

Vm «orf*-e<inc!con- Si donc par la normale PP de ( S ) , fig. 3, on fait sur cette 
surface trois sections planes P m, Pm', Vm"-, qu’on prenne arbi- 
trairement sur cette normale un point C regardé comme centre 
•kp'- de trois courbes PjuE, P/u'E, Pf*"E du second degré, respective- 

ment osculatrices des primitives Pm , Pm', Pm". Ces trois courbes 
seront susceptibles d’appartenir à une même surface du second 

degré (jf) , et celte surface sera osculatricc en P à la primitive. 
( Voyez la note IL ) 

De là résulte ce théorème remarquable : « Quelle qae soit la forme 
d’une surface , cette forme peut toujours , à partir de chacun de 
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ses points non singuliers , êtl% représentée par celle d’une surface i« mémoire 
du second degré , de manière que pour chaque ligne tracée sur la 
surface générale , à partir du point que l’on considère , il correspon- 
dra sur la surface du second degré, une courbe qui osculera cette 
ligne au même point. » 

Par le moyen de cette surface osculatrice du second degré, D ! où U théorie en- 
nous pouvons dès à présent ramener toute la théorie des contacts «^rwuiiïï 
du second ordre, et celle de la courbure des surfaces quclconauae. d " ,u,fac " <t " a ' 
à l’analyse des surfaces du second degré ; et comme celles-ci ^ la " lîJ r“ 
sont extrêmement simples, très-làcilcs à discuter, nous aurons ««tdeps. 
éludé par là toutes les difficultés que la question générale eût pu 
présenter. 



On sait que par chaque axe PCE, fig. 4 , d’une surface du second Tmalaiioo n** sï« 
degré, passent deux sections principales PAE , PBE qui sc coupent h^Z.bZ'Z',"^ 
à angle droit aux deux sommets P , E. Ces sections sont enüè- 
renient déterminées par la grandeur de leur courbure en P, et *“*’ 

la position de leurs sommets P, E. Elles-mêmes ensuite déter- 
minent la surface Q) qui leur appartient. Donc « il suffit à la 

détermination et à la mesure de la courbure en P d’une surface 
quelconque (8), de connaître la courbure des deux sections prin- 



cipales PAE , PBE de l’osculatrice du second degré c’est-à- 

dire , la grandeur des deux rayons de courbure qui en P appar- 
tiennent à ces sections. » 



L’une des sections principales PAE est la plus grande, l’autro 
PBE la plus petite de toutes les sections qui ont l’axe PE pour 
diamètre. Par conséquent, en les supposant toutes rabattues sur un 
même plan, autour de l’axe commun PE , la courbe extérieure PAE 
sera la plus grande section principale, et la courbe intérieure PBE 
la plus petite. Il suit de là qu’aucune courbe I’DE donnée par les 



» 
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I" mémoire. sections normales en P , ne peut avoir en ce point line courbura 
moindre que celle de la grande section principale, ni plus forte 
que celle de la petite (<0 . Ces deux sections sont donc les limites 
de la courbure de la surface , estimée suivant les sections 
normales. 

Ainsi, la plus courbée, et la moins courbée des sections normales 
d'uuc surface (S) , en un de scs points P, sont nécessairement dans 
des plans qui sc coupent à angle droit ; et pour que la courbure 
eifP de la surface (S), soit entièrement déterminée , il suffit que 
cette plus courbée et cette moins courbée des sections normales 
en P le soient toutes deux. 

Rayons du coorbnn Les rayons de courbure de ccs sections limites, 'c’est-à-dire, 
par conséquent, le plus petit et le plus grand rayon de courbure 
des sections normales eu P, ont été nommés rayons de courbure 
de la surface : on voit donc que Ja courbure d’une surface en 
'chacun de ses points , est déterminée par la seule connaissance 
de ses deux rayons de courbure. 

Nous ferons voir , par la suite , d’autres conditions égale- 
ment simples, et, comme celle-ci, suffisantes pour la détermina- 
tion de la courbure des surfaces, lorsque nous nous occuperons 
de sa mesutc absolue. Nous allons actuellement dire un mot des 

rffr i'y : - , 

■ VjSWMP 

(*> On Mit, fig. 5. V, qu'une suite de courbes PAE, PDE, PBE ayant l'axe PE 
commun , ont pour 1a même abscisse Ce , leurs ordonnées ca, cd, cb proportionnelles 
aux demi-axes CA, CD, CD : donc , chacune de ces courbes embrassera toutes celles 
qui auront ce second axe plus petit que le sien ; mais à partir d'un même point P, 
la courbe embrassée est plus courbée que celle qui l'embrasse ; par conséquent, 
la courbure des lignes PA , PD, PB sera toujours plus grande en P, à mesure que le 
second axe décroîtra : donc , enfin , les deux courbes extrêmes PAE , PBE , 
c'est-à-dire , les deux sections principales , sont celles de moindre et de plus grande 
Courbure en ce point P. 
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diverses grandeurs graphiques c * > que la considération des i#r mémoire. 
surfaces dans leur courbure , a forcé d’envisager : pour le moment , 
nous présenterons seulement celles de leurs propriétés qui pour- 
raient jeter quelque jour sur la détermination de la courbure des 
surfaces en chacun de leurs points; nous réservant, dans la seconde 
Section de ces Recherches théoriques, de considérer la courbure 
des surfaces sur toute l’étendue de leurs nappes ^ et de chercher , 
si nous pouvons parler ainsi , l’influence de la courbure en chaque 
point d’une surface , sur les points suivants. 

Toutes les normales à la surface du second degré fig. 4, Onhogonaiit«dc»>n:. 

' * lions normale*, qui 

suivant les sections principales PAE, PBE, passent, comme on inucorapemiou. 
sait, par l’axe PCE, c’est-à-dirg, par la normale PE, et elles sont 
les seules normales de la surface qui puissent couper cet axe <**>. 



( * ) Souvent , dans 1a géométrie transcendante , où l’on considère l'étendue dans 
tous les degrés de généralité , on doit parler à la fois de points , de lignes , do 
•urfaces , de volumes. C'est pour éviter cette longue énumération , que nous avons 
cru devoir désigner toutes ces grandeurs par l'expression générale de grandeurs 
graphiques, c’est-à-dire, susceptibles d’être figurées. Le perfectionnement du lan- 
gage de la science , est peut-être moins étranger qu’on ne le croit communément , 
au perfectionnement de la science elle-même. 



***> Soit en effet le point P ( Eg. 5 , H ) la projection horizontale du sommet 
de la surface du second degré , et voyons si du point M quelconque de 

(a^ ’ f >cut P* It, " r * a 00rm4 le MP qui vienne couper l’axe vertical projeté par le 
point P. 



Pour cela , faisons par M la section horizontale oMi dans • la projection de 
la normale en M à sera la normale même de cette courbe , pour le point M. 
Mau cette courbe est du second degré et son centre est en P , projection de l'a» 
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j« mémoire. Mais les deux normales immédiatement consécutives de chaque 
section en P, sont communes à la primitive (S) et à son oscula- 

trice ( j : donc on peut , de chaque normale Pr d’une surface 

quelconque (S), fi", 5, passer dans deux directions différentes 
seulement PP', PP,, à une autre normale PT' ou P,r,, immédia- 
tement consécutive à Pr, et qui la rencontre. Ces deux direc- 
tions sont constamment orthogonales : elles sont au point primitif 
P celles des sections normales dont la courbure est un maximum 
ou un tnininuun. 

Si du point P on passe en P' sur la direction de plus grande 
courbure , la normale PT' ira rencontrer celle Pr en T', centre 
de la courbure de l’arc PP', estimtp suivant la surface ; de même 
PT' sera coupée par une autre normale P'T" qu’on obtiendra 
en suivant encore , à partir de P', la direction de plus grande 
courbure. En continuant ainsi , on obtiendra sur la surface une 
suite de points P, P', P", P'"...., tels qu’en chacun d’eux, la 
direction de la ligne qu’ils forment soit celle de la plus grande 
courbure des sections normales de la surface. Ou a nommé cette 
U E ow Soptw pjndc ligne , ligne de plus grande courbure de la surface. D’après les 
combuK. dé ta ils dans lesquels nous venons d’entrer , la raison de cette dé- 

nomination est évidente. 

Si du point P, au contraire, au lieu de suivre la direction des 
plus grandes courbures , on avait constamment suivi l’autre direc- 
tion P, P,, P„, P,„ . • . • , dans laquelle sc rencontrent*consécuti- 
vernent les normales Pf, P,r /( PJ*,,,...., on aurait formé une 



rerlical. Donc , pour que MP pût être normale en M à la courbe AMB, il faudrait 
que ce point fût uu commet de la courbe, ou que la courbe fût un cercle. Dans 
ce dernier cas , toutes les normales aboutiraient au centre. Nous parlerons plus tard 
de ce cas particulier. 
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b ou velle courbe perpendiculaire en P à la première , et qui , dans i«» mémoire. 

chacun de ses points , aurait eu pour direction celle de la section 

normale de moindre courbure. On a nommé cette courbe , ligne * moindre 

courbure. 

de moindre courbure , et Ton a désigne d’un nom commun les 
lignes de plus grande et de moindre courbure , en les appelant 
l’une et l’autre /ignés de courbure de la surface. 



Ainsi , par la définition même des lignes de courbure des sur- oithogomdMd. 
faces , nous voyons que toutes les lignes d’une même courbure Uu " u *“ r * KU “" 
Sont coupées à angle droit par chacune des lignes de l’autre 
courbure. . 

De plus, deux normales consécutives de la surface, et qui 
appartiennent à la même ligne de courbure, se rencontrant né- 
cessairement , toutes les normales de la surface , parties d’une 
même ligne de courbure, forment une surface développable. Donc Surf»™ 

S « , , . blet de* normale». 

toutes les surfaces développables appartenant aux lignes d une des onbogoasitu d« 
courbures , sont coupées à angle droit par chacune des surlaces l '°” m ‘°“ cu<m *' 
développables appartenant à l’autre courbure , et cela suivant toute 
l’étendue des normales de la primitive; ce qui d’ailleurs est évi- 
dent , puisque ces surfaces développables ont pour plans tangents 
en chacun de leurs points P, sur la primitive (S), les plarn 

principaux de la surface du second degré osculatrice de (S) 
en ce point. 

Les intersections successives T, T’, T',. • des normales de la 

surface primitive ( S ) , suivant une des lignes de plus grande cour- 
bure; c’est-à-dire, par conséquent, les divers points de l’arête de 
rebroussement de la surface développable que forment ces nor- 
males, sont les centres de plus grande courbure de la surface, 
suivant toute cette ligne de courbure ; la suite de ces arêtes de 
rebroussement données par toutes les Lignes de plus grande cour- 
bure , forme une certaine surface lieu de tous les centres des sur»™ a» 

<7 deux cü arbore». 
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i** mémoire plus grandes courbures de la primitive (S) , et dont le caractère 
est d’avoir pour tangentes chacune des normales de ta surface 
primitive. 

De même , le système des arêtes de rebroussement des surfaces 
développables des normales , pour les lignes de moindre courbure , 
forme une surface lieu de tous les centres des moindres cour- 
bures de la primitive (S), et dont le caractère est aussi d’avoir 
pour tangentes chacune des normales de la surface primitive. 

Donc, chaque normale Pr de la surface primitive est à la fois 
tangente aux deux surfaces des centres de courbure. 

Si l’on considère le centre T' d’une des courbures de la primitive 
pour le point P , les deux normales consécutives Pr', PT' dont il 
est l’intersection étant tangentes à la surface des centres de l’autre 
courbure , le plan PPT' de ces deux rayons de la première cour- s 
bure sera langent à la surface des centres de seconde courLure : 
par la même raison, le plan PP,r ( de deux rayons consécutifs de 
seconde courbure , sera tangent à la surface des centres de la pre- 
mière courbure ; or , ces deux plans se coupent constamment à 
angle droit : donc , la loi qui lie l’une à l’autre les deux surfaces des 
Orthogonal, wdeimn centres , est a que si par une normale quelconque PI" de la primitive 

plans Ungcau ou - 

leur* coaioun (S), oq mène à chacune d’elles un plan tangent , PPT , PP,r, ces deux 
•nirrou p] ans 8C couperont constamment à angle droit : d’où il résulte que 
l’un sera normal à la surface des centres au point où l’autre plan 
la touchera ». Mais deux normales consécutives PrT , PT'T' sont 
tangentes à la courbe des centres ITT'' appartenant à la ligne de 
courbure PP'F'. . . . Donc le plan PPT' qui les contient toutes deux, 
est osculateur de cette courbe des centres ; donc, tous les plans 
osculateurs de chaque ligne des centres d’une même courbure , 
sont normaux à la surface des centres de cette courbure. Telle 
est la condition nécessaire pour qu’un système de lignes tracées 
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sur une surface quelconque , puisse Cire regardé comme le sys- 
tème des lignes lieux des centres de courbure d’une surface. 

Cette propriété est très-importante par elle-même, et nous en 
ferons par la suite un grand usage, en appliquant les considérations 
de la courbure des surfaces, à la théorie des déblais et des remblais. 
Mais alors nous lui donnerons plus de développement encore, en 
y ajoutant plusieurs propriétés générales qui en dépendent. 

Nous allons maintenant revenir à l’examen de la forme des 
surfaces en leurs divers points , et chercher à déterminer la cour- 
bure des différentes sections qu’il est possible de foire par chacun 
d’eux sur la surface. Mais nous avons besoin pour cela d’exposer 
quelques généralités préliminaires. 

S III. 

De la courbure des surfaces et de celle de leurs sections. 

Si,üg. 7, par des ordonnées <pm , ç'm ',.. . . parallèles à un 
plan quelconque , tous les points d’une surface ( S ) sont rapportés 
au plan (n) qui la touche en P; et si nous supposons que ces 
ordonnées, ayant sur le plan (n) leur origine <p , <p',. . . invariable, 
on les incline toutes semblablement , afin qu’elles restent parallèles 
entr’elles; on formera de la sorte un nouveau système d’ordon- 
nées <f/x, q ,' dont les points d’application formeront une 
surface ( 2 ). Or , si les points correspondans m et /ut , m' et /*', . . . 
sont respectivement à la même distance du plan ( n ) ; je dis que 
la courbure de la surface en P n’aura pas changé , c’est-à-dire , 
que la nouvelle surface (2) sera osculatrice en P à la primi- 
tive (S). 

Pour démontrer cette proposition , soit mené le plan coupant (tt), 
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Propriété?» générale» 
de» contacts riront* 
faces dont U forma 
éprouve des varia* 
lion» déterminée». 
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I" MÉMOIRE, parallèlement au plan (O) , et à une distance infiniment petite du 
second ordre , la section mdm'cf faite par le plan (sr) sur la sur- 
face (S) , sera une courbe du second degré dont les diamètres auront 
une longueur infiniment petite du premier ordre ; puisque celte 
courbe est toute entière sur chacune des surfaces du deuxième 

degré osculatrices en P à la primitive (8). Soit /ajy*' <T' la 

nouvelle position de cette courbe , après l’inclinaison générale des 
ordonnées de la surface (8). 

Si on mène une sécante quelconque KK' dans le plan (tt) de ces 
courbes , les parties d£ et d'S' seront infiniment petites par rapport 
à dd' et ( tant que cette droite ne sera pas tangente à l’une 
des deux courbes). Donc le cercle osculateur de la primitive (S) 
passant par d , P , d ' , et le cercle osculateur de la dérivée (2) 
passant par <f , P , J' 1 ; dillereront infiniment peu l’un de l’autre : 
donc les deux sections faites sur (S) et (Z) par le plan quelconque 
PKK.', seront osculatrices en P ; donc enfin , (S) et (2) elles-mêmes 
sont osculatrices, et la surface (S), dans la déformation qu’elle a 
subie, n’a pas chaugé de courbure au point P. 

Si au lieu de rapporter sur le plan (n) les divers point» de la 
surface ( S ) , par des ordonnées rectilignes et parallèles , on les 
rapportait sur ce plan par des lignes courbes absolument arbi- 
traires et indépendantes , assujéties seulement à couper le plan (n) 
parallèlement à une droite quelconque ; en faisant varier ensuite 
à volonté et la forme et la position de ces ordonnées curvilignes 
[pourvu que leur origine ip , <p'. . . sur le plan (n) n’ait pas changé^ 
que leurs tangentes en ce point soient toutes parallèles ' 4) à une 
autre droite aussi quelconque, et qu’enfin leur point d’application 
sur (S) reste toujours à la même distance de (fl)] , la courbure de 




(♦) Cette seconde condition t'tit pas même nécessaire. 
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la surface (S) au point P de son contact avec le plan (n) n’aura pas i.r mémoire. 
changé , c’est-à-dire , que la surface dérivée sera encore oscula- 
trice de la primitive en P. 

Si dans la variation générale de ces ordonnées curvilignes , non- 
seulement les ordonnées de la première surface entr’ellcs et celles 
de la seconde pareillement cntr’elles , coupaient le plan (n) sous 
un même angle , mais que cet angle fût identique dans les deux 
systèmes , alors les deux surfaces ne seraient pas simplement 
osculatrices , elles auraient un contact du troisième ordre ; et en 
supposant successivement que les ordonnées dérivées, au lieu 
d’avoir sur le plan (n) une simple intersection avec leurs primi- 
tives , ou seulement un rapprochement du premier ordre , aient 
entr’cllcs un contact du second, ou du troisième, ou du qua- 
trième , etc. ordre , la surface dérivée aura successivement au 
point P , avec la primitive , un contact du quatrième , du cinquième, 
du sixième, etc... ordre; en un mot, le degré du contact des 
surfaces au point P, sera toujours de deux unités supérieur à 
celui du rapprochement des ordonnées , à partir du plan ( n ) 
leur origine commune. 

En concevant encore , en effet , un plan coupant (w) parallèle au 
plan tangent (Iî), et supposant toujours leur distance infiniment petite 
du second ordre , on verra que dans le cas où l’angle des nouvelles 
ordonnées sur ( n ) diffère de celui des anciennes , les sections 
faites par le plan (ir) sur les surfaces primitive et dérivée, dif- 
fèrent seulement de quantités du second ordre : ainsi que nous 
Pavons démontré, en supposant les ordonnées rectilignes et pa- 
rallèles. 

On verra qu’en supposant de plus que les ordonnées partent du 
plan (n) sans changer la direction suivant laquelle elles se ooupent, 
c’est-à-dire , qu’à leur origine, sur le plan (n) , les nouvelles ordon- 
nées conservent avec les anciennes, un contact du premier ordre, 
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I" mémoire, la surface dérivée s’approchera infiniment plus encore de la pri- 
mitive , et les sections de ces surfaces par le plan (tt) ne différe- 
ront plus entr’elles que de quantités du troisième ordre. 

On verra, toujours en suivant la même marche, et en suppo- 
sant que les nouvelles ordonnées partent du plan (II) , en conser- 
vant un contact du second ordre avec les anciènncs ; on verra , 
dis-je , que les sections du plan (ir) sur les deux surfaces , ne diffé- 
reront plus entr’elles que de quantités du quatrième ordre ; et 
ainsi de suite. 

Enfin, on prouvera avec une égale facilité que les ordonnées 
secondaires conservant sur le plan (n) avec leurs primitives, un 
contact d’un ordre quelconque , les sections faites par le plan (») 
sur les deux surfaces, ne diffèrent entr’elles que de quantités d’un 
ordre supérieur de deux unités à celui-là ; et on en conclura 
généralement que les surfaces mêmes , primitive et dérivée , ont 
en P un attouchement d’un ordre supérieur de deux unités à celui 
de leurs ordonnées respectives. Ce principe renferme tous les 
théorèmes particuliers que nous venons d’exposer. 

Théonine g/ocni On a supposé, dans tout ce qui vient d’être dit, que les ordonnées 
d’un même système partent toutes ensemble du plan (n) sous une 
direction parallèle ; cette hypothèse n’est nullement nécessaire; il 
suffit que les courbes ordonnées ne soient pas tangentes au plan 
( ri ) , à partir du point P de contact de ce plan et de la surface 
(S). 

On a supposé que les points de (S) marchent sur des plans pa- 
rallèles au plan (n), ils peuvent marcher sur des surfaces quelcon- 
ques (<ri), {a"), («■'"), . . ., pourvu que celle (<r) qui passe en P ait 
aussi (n) pour plan tangent en ce point. 

Ces deux conditions remplies, le théorème suivant aura lieu 
dans toute sa généralité. 
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« Que par des ordonnées curvilignes absolument arbitraires , i« mémoire 
» on rapporte la position des divers points d’une surface (S), à 
» ceux du plan (n) qui la touche en P; le point d’application de 
» chaque ordonnée marchant arbitrairement sur une des surfaces 
» quelconques («•), (v'), (<r"), quelle que soit la variation 
» imprimée a la surface (S) par ce transport général de ses points , 

» l’infinité des nouvelles surfaces (2) obtenues de la sorte, auront 
» toutes en P, avec la primitive (S) un cqptact du second ordre. » 

En effet si nous considérons la courbe ordonnée <pm, fig. 8, dont le 
pied <p est infiniment voisin du point P, et que nous menions le plan 
coupant (tt) parallèle au plan tangent (n), mais à une distance infi- 
niment petite du second ordre ; la nouvelle ordonnée <py partie du 
point <p , aboutira au point d’application y tel que la distance m y 
ne puisse être infiniment plus grande que pm , ou simplement, que la 
distance des plans (II) et (vr). Car alors l’une des deux courbes ordon- 
nées serait tangente au plan (II) (ce qui serait contre l’hypothèse ). 

Ainsi my ne peut être plus grand qu’une quantité du second ordre. 

Par conséquent la courbe mm'm". . . . sera transformée en celle 

yy’y " telle que les distances des points correspondants m et y, 

m' et y, m " et y", ne puissent être plus grandes que des quantités du 
second ordre : les dimensions de ces courbes étant d’ailleurs du 
premier ordre. Or si du point m je mène la ligne my , n qui 
coupe à la fois la courbe primitive mm'm 1 ', .... et sa dérivée 

yy'y", ; les distances de m à y cl à y, ne pourront être que 

dans un rapport fini; et puisque my ne peut surpasser le second 
ordre , my, ne le surpassera pas non plus : il en sera de même 
de «»,. Mais d’ailleurs les dimensions de mm'm'', ...., sont du 
premier ordre : donc mn est aussi du premier ordre. Et comme il 
ne diffère de y,t, que de quantités my,, >,n du second ordre, les 
cercles osculatcurs des sections mPn , y Pu faites par un meme 
plan dans les deux surfaces primitive et dérivée, ne pourront 
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1« mémoire, différer qu’infiniment peu l’un de l’autre ; donc les deux surfaces 
sont mutuellement osculatrices. 

« Maintenant si l’on suppose dans la variation de forme et de 
» position de toutes les courbes ordonnées, non-seulement que 
» leur origine demeure invariable, comme dans le cas précédent, 
» mais qu’elles conservent de plus à cette origine un contact du pre- 
» mier ordre, c’est-à-dire , qu’elles restent tangentes à leur première 
» direction, la surface dérivée aura avec la primitive un contact du 
» troisième ordre ; puisqu’elle s’en rapproche infiniment plus que 
» dans le cas précédent. Si les nouvelles ordonnées conservent avec 
» les anciennes un contact du second ordre, les surfaces primitive 
» et dérivée auront cntr’ellcs un contact du quatrième ordre; et gé- 
» néralement le contact des surfaces primitive et dérivée sera supé- 
» rieur de deux unités à celui de leurs ordonnées respectives. » 
Énonce plus (impie. Ces énoncés généraux pourraient être rendus sous une forme 

équivalente, d’une manière plus rapide, il est vrai, mais qui serait 
moins appropriée à la marche que nous suivons , et, surtout à l’ap- 
plication que nous allons faire des propriétés dont ils sont l’expres- 
sion, pour déterminer la grandeur absolue des rayons de courbure, 
tant des surfaces que des diverses sections tracées sur elles. 

Voici donc comment on peut exprimer ces théorèmes avec la 
même extension, mais sous une forme qui ne rappellera plus le 
moyen de produire de nouvelles surfaces (!) en contact de diffërens 
ordres avec la primitive (S). 

« Si l’on imprime à tous les points d’une surface (S) un mouvement 
parallèle au plan (n) qui la touche en P, ce point restant immo- 
bile, et le déplacement de ceux qui le suivent immédiatement étant 
dans un rapport fini quelconque, avec leur distance au plan (n), 
la nouvelle surface (S) formée par cette transformation sera tou- 
jours osculatrice en P à la primitive. El généralement si le dépla- 
cement des points contigus en P sur la surface est avec leur 
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distance au plan P dans un rapport infiniment petit d’un ordre quel- 
conque m, quelle que soit ensuite à une distance finie du point P, 
la transformation subie par la primitive (S), la nouvelle surface (2) 
aura toujours avec elle un contact d’un ordre m -f- a de deux unités 
supérieur. 

On pourrait donner beaucoup de développement à ces divers 
principes, et en déduire plusieurs théorèmes qui peut-être ne 
seraient pas sans utilité. Mais en le fijpant nous sortirions de notre 
sujet. Nous ne cherchons à rapprocher les surfaces que pour dé- 
couvrir, dans celles que nous ne connaissons pas encore, les pro- 
priétés qui doivent leur être communes avec celles qui nous sont 
déjà connues, ou que leur simplicité nous livre immédiatement. Il 
ne faut pas nous écarter de cette route, quelque attrait que puissent 
d’ailleurs nous présenter d’autres objets, même asse% voisins de 
ceux qui doivent nous occuper , pour ne pas leur paraître étran- 
gers. Peut-être, malgré cela, les personnes très- versées dans les con- 
sidérations de la Géométrie, trouveront-elles encore que je suis 
entré dans trop de détails; mais si ces développements rendent plus 
facile ce qui leur semblera trop élémentaire , ils ne seront cer- 
tainement pas superflus pour tous les lecteurs. 

Au reste, dans la seconde partie spécialement destinée aux 
applications, nous montrerons quelques conséquences de ces prin- 
cipes, relativement aux surfaces qu’on décrit géométriquement 
*par un système de sections planes parallèles , comme dans certains 
Levés topographiques , et dans les plans de Vaisseaux; nous trou- 
verons par là l’occasion de présenter les vérités que nous ve- 
nons d’exposer, sous une forme plus simple et plus facile à 
retenir. Maintenant nous allons les employer à la recherche des 
rayons de courbure des suriàces , et généralement des diverses 
sections faites sur ces surfaces. 
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Considérons la surface générale (S), fig. 9, coupée par le plan 
AAPcfa, normal en P à (S), et dirigé arbitrairement; demandons- 
nous la grandeur du rayon de courbure en P de la section AAP<fa. 

Si nous menons la droite A J 1 parallèle au plan (n) , tangent à (S) 
au point donné P , et seulement à une distance l’y- du second „ 
ordre , on pourra regarder le petit arc AP<f comme appartenant au 4 
cercle osculatcur de la scclion que l’on considère. Or on sait que 

le rayon de cet arc est é{ÿ au quarré de - A<f divisé par aPy- , 
ou simplement à g . ~ 

On voit d’abord par là que si l’on faisait croître toutes les hau- 
teurs Py- proportiounellement entr’ellcs et au quarré des cordes 
A# parallèles à (n) , les nouvelles courltcs qu’on obtiendrait n’au- 
raient pas changé de courbure en P; et si l’on cqpçoit un système 
quclconquc*de ces sections normales AAPJa, A'A'PJ'V,... propre 
à couvrir toute la surface (S) , en supposant que toutes ces courbes 
éprouvent à la fois La variation que nous venons d’imprimer à 
A Al’Ja , dans cette transformation de la surface (S), chaque courbe 
conservant en P sa courbure, la courbure même de la surface (S) 
ne changera pas, et la surface dérivée osculcra la primitive. 

De là résulte cette proposition générale : « Si tous les points 



t*) Pour démontrer la légitimité de cette valeur , considérons , fig. 10 . le petil 
arc AP/ de APB-*, P^afP étant le cercle oscillateur qui contient ce petit arc, 
et la cordo A<T étant parallèle à la tangente en P de ce cercle, le rayon OP 
*era perpendiculaire à la corde A/ qu'il coupera par son milieu Or, dans le 
cercle , la demi-corde ~ / est une' moyenne proportionnelle entre les parties yP f 
•) adu diamètre a; P qui la divise en parties égales , ce qui donne yP : :: yf : y*. 

Mais lorsque y P est infiniment petit , <5 a diffère infiniment peu du diamètre même: 



donc ce diamètre égale -j- ou ^ 



A/ a . 1 

■ , et par conséquent le rayon OP = g . -yç. 
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<T, J",. . . ., A, A', A'', ... de chaque section (ir) faite sur la sur- 
faco (S) parallèlement au plan (ri) , sont joints deux à deux par les 
cordes /A, <f'A', «/"A",...., suivant une loi quelconque; en sup- 
posant que les cordes varient à la fois de manière que leurs quar- 
tes croissent ou diminuent comme les simples distances des sec- 
tions (ir) au plan tangent (II) , ( ces cordes restant chacune avec P 
dans un même plan); ou pourra former de la sorte une infinité 
de surfaces différentes , qui toutes auront en P , avec la primitive 
(S) , un contact du second ordre. » 

Ensuite , ainsi que nous l’avons exposé plus haut avec détail , 
en donnant à tout le système rapporté sur le plan ( n ) par des 
ordonnées droites ou courbes , une impulsion parallèle au plan (n), 
mais d’ailleurs absolument arbitraire : à chacune des surfaces déri- 
vées que nous venons de former, pourra correspondre une infinité 
d’espèces différentes de surfaces ; et toutes ces nouvelles surfaces 
dérivées seront encore, commo les premières, osculatrices de la 
surface primitive (S). 

On doit voir par l’étendue qu’ont pris les divers résultats aux- 
quels nous venons successivement d’être conduits , que si la nature 
et la forme de la courbure d’une seule surface nous étaient con- 
nues , nous pourrions , par cel unique secours , atteindre à la même 
connaissance dans les surfaces les plus générales : puisque d’une 
surface particulière quelconque nous pouvons passer à toutes les 
autres, ou sans altérer la courbure au point de contact P, ou en 
appréciant les altérations que nous devons y apporter. 

Mais la surface de la sphère nous est parfaitement connue ; la 
sphère est d’ailleurs, relativement à sa courbure, la plus simple de 
toutes les surfaces ; tous ses rayons de courbure sont d’une même 
grandeur, iis sont égaux à son rayon descripteur ; ces rayons sont 
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i« mémoire. en meme temps ceux de toutes les sections normales de la sphère: 
enfin , les rayons des sections obliques ne sont autre 'chose que 
la projection , sur le plan de ces sections , des rayons de courbure 
de la surface qui viennent aboutir à la circonférence de ces 
mêmes sections obliques. Si donc par la connaissance de la cour- 
bure d’une seule surface , nous sommes en état de nous élever à 
la connaissance de la courbure de toutes les autres , la sphère est 
certainement la pins propre à nous faire atteindre ce but le plus 
rapidement et le plus simplement possible. C’est elle aussi que 
nous allons employer pour y parvenir. ( Voyez la note III.) 

Soit (S) , fig. to , une sphère touchée en P par un plan (fl) ; sup- 
posons que tous les points de cette surface s’élèvent proportion- 
nellement à leur hauteur sur (n) , sans changer de projection sur 
ce plan. Alors les cordes A<f n’ayant pas changé, tandis que les 
hauteurs verticales Ty ont cru proportionnellement entr’clles , les 

rayons g -y- des sections normales en P auront tous varié dans 
lin rapport inverse. Or , dans cette transformation , la sphère est 
devenue une surface du second degré et de révolution ayant 

le point P pour sommet , et pour rayon de son cercle principal , 
égal au rayon 06 de la sphère; tandis que Pa*, demi-asc do 
révolution , est avec le même rayon dans le rapport de variation 
- des ordonnées. De là résulte ce premier théorème : « Le rayon de 
courbure des sections normales d’une surface du second degré 
de révolution, est au sommet P de la surlace égal au quarré du 
demi-axe &£ étranger à ce sommet , divisé par le demi-axe P® pas- 
sant par ce sommet qui fait partie de l’axe de révolution, n 

Vaicnr> < 1 * * rtyon* de II suit immédiatement de là que le rayon de courbure d’une 
courbe du second degré a^PÉa, fig. 1 1 , est au sommet P de celte 
courbe , égal au quarré du demi-axe étranger au sommet , divisé 
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par la moitié de l’autre axe ( ‘ — j£. Mais si nous transpor- I,r mémoire. 

tons le centre a> de cette courbe dans la direction de l’axe jSmÇ , 
en et', par exemple, l’axe j8 uë deviendra /3V6' sans changer de 
longueur, et l’autre axe Pua deviendra Pu' et' qui, dans la nouvelle 
courbe du .second degré, n’est plus que le diamètre conjugué de 
fi'u'6'. Or, d’après ce que nous avons démontré plus haut pour les 
surfaces , et qui est , à plus forte raison , vrai pour les lignes courbes , 
la nouvelle courbe tt'l 3'PCV est osculatrice en P de la primitive 
afsPëa ; donc leur commun rayon de courbure en P est encore 

~ , c’est-à-dire que le rayon de courbure d’une ligne da 

second degré , en un point P quelconque , est égal au quarré du 
demi-diamètre u'ë' parallèle à la tangente de la courbe en P, 
divisé par Pu distance de ce diamètre au point P. 

Il est essentiel de retenir cette propriété gcncrtile des courbes 
du second degré , car nous en ferons par la suite un usage 
continuel. 

Considérons actuellement, en son sommet P, fig. ia, une sur- / ri ,i; c »fioi 1 
face quelconque du second degré ^ ous savons déjà que les a,'" vT^TH 

deux lignés de courbure qui se croisent en ce point, sont les «■*■«’ « <*• 
deux sections principales sur lesquelles il est placé ; et comme ce ùuo. immimIm*' 
point est en même temps le sommet de ces deux sections , on voit 
que le quarré du plus grand ou du plus petit demi-axe , étrangers 
au sommet P, divisé par la moitié du troisième axe , est égal au 
plus grand ou au plus petit rayon de courbure en P. Pour avoir 
en ce même sommet P, le rayon de courbure d’une section nor- 
male quelconque pPp , on déterminera le diamètre pup que le 
plan de cette section trace sur le plan principal étranger à P; 
cela posé, la troisième proportionnelle au demi-axe contenant P, 
et à la moitié de ce diamètre , sera le rayon demandé. 
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Mêmoihf. Inclinons ensuite, de la manière la plus arbitraire, les ordon- 
nées de cette surface, normales à ( n ); pourvu qu’elles restent 
parallèles à une droite unique , mais quelconque , nous formerons 

une nouvelle surface du second degré ) osculatricc en P à la 
primitive ■ Le sommet P ne sera plus que l’extrémité d’un 

diamètre quelconque, et la section |3 m6ju/ 3 sera transportée en 
fi ' parallèlement à sa position primitive et sans varier 
dans sa forme : donc, premièrement, les axes de cette section 
diamétrale /Z'p'Cp'lî’ ne cesseront pas d’être parallèles à la direc- 
*tion en P des ligues de courbure de la surface ; « les rayons do 
courbure de la nouvelle surface seront encore une troisième pro- 
portionnelle à la distance Pa» de (II) à la section /3V€',u'/3', et 
respectivement à chaque demi-axe de cette section diamétrale : 
enfin , les rayons de courbure des sections normales quelconques , 
seront toujours une troisième proportionnelle à la distance P» , 
et au demi-diamètre u'/n' parallèle au plan de la section normale, 
ainsi qu’au plan tangent (n). » 

Nous sommes donc en état , à présent , de déterminer pour une 
' surface du second degré quelconque , et pour chaque point , ses 
rayons do courbure, ainsi que ceux de toutes scs sections nor- 
males; et comme les rayons des sections obliques ne sont, ainsi 
_ que nous le ferons bientôt voir , que les simples projections des 
premiers rayons , il n’est aucun point de cette surface où nous ne 
puissions déterminer la grandeur et la direction de scs deux cour- 
bures , ainsi que le rayon de courbure de toutes les sections qu’on 
peut Ciire par ce point sur la surface. 

Les derniers résultats que uous venons de développer, se 
trouvent exposés , mais sans démonstration , dans un Mémoire 
sur la description des surfaces du second degré, inséré dans les 
journaux de l’École Polytechnique, tome Vil, cahier XIV ; seulement 
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ils y sont présentés sous une forme differente , parce que les i" mémoire. 
quantités qu'on y considère sout désignées sous des dénominations 
particulières au travail dont ce Mémoire est l’objet : nous allons 
foire voir le plus rapidement possible , l’identité de ces diverses 
propositions. 

Soit AB , fig. i3 , une droite mobile dont deux points î , a , tou- <*»*>“ <r«V" 

^ ° ( 1 ’ llitort’niei relatif» 

jours les mêmes, soient assujétis à demeurer respectivement sur ic»%»Mcikc» 
les droites directrices fixes OI, OU ; eri concevant que cette droite 
prenne successivement toutes les positious qui peuvent satisfaire à 
cette hypothèse, chacun de ses points P décrira une courbe du 
second degré autour du poiut O comme centre. 

Lorsque le point i glissant sur OI, arrive en O, le point a res- 
tant toujours sur OU , P s'applique aussi sur Oll en Y. Au con- 
traire , lorsque le point a arrive en O , le point 1 restant sur OI , 

P s’applique aussi sur OI en X ; et Pi , Pa , portions invariables de 
la droite mobile , sont par conséquent égales aux directrices O Y , 

OX. Chaque courbe du second degré présente une infinité de sem- » 
blables systèmes de génération. Enfin, dans le système unique on 
les deux directrices OX, OY sont à angle droit, la courbe devient 
à la fois symétrique par rapport aux deux directrices , et elles sout 
évidemment ses axes mêmes. 

Cela posé, en concevant la position de la droite mobile i'PV où 
clic se trouve perpendiculaire à l’une des directrices, à OX, par 
exemple, P' sera le plus loin possible de OX : donc, i'PV sera 
normale en ce point à la courbe. Ainsi la tangente à la courbe en 
F' étant alors perpendiculaire à i'PV, comme l’est OX, cet OX 
et la tangente en P' seront parallèles ; donc OP r sera le diamètre 
conjugué à OX. Or , le rayon de courbure de la courbe du 
ox» OX* 

second degré est en P', : donc il est aussi -^y- ( puisque 
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« 

I" mémoire. OY =iP = i'P') ; c’est-à-dire , qu’étant donné un point quelconque 
P', sur une courbe du second degré, si on cherche le diamètre OX 
conjugué à celui passant en P', et qu’on le regarde comme une 
directrice , la troisième proportionnelle à celte directrice OX et à 
sa directrice conjuguée OY , sera le rayon de courbure demandé. 

Tous ces résultats , en se généralisant dans l’espace , sont sus- 
ceptibles d’être appliqués aux surfaces du second degré. Soit , 
lig. i'*, une droite mobile AB sur laquelle on détermine trois points 
i,a, 3, toujours les mêmes. Si l’on assujélit le premier î à rester 
toujours sur un premier plan directeur I ; le second a , sur un 
second plan directeur II ; le troisième 3 , sur un troisième plan 
directeur III ; en imprimant ensuite à la droite AB tous les mou- 
vements compatibles avec cette hypothèse , chacun des points P 
de AB décrira une surface du second degré , dont le centre O 
sera la commune intersection des trois plans directeurs I, II, III. 

En appliquant à ces surfaces ce que nous venons de dire sur les 
courbes du même degré , nous ferions voir facilement que les parties 
Pi , Pa, P3 de la droite mobile sont respectivement égales aux 
directrices OX, OY, OZ , comprises entre la surface XYZ et son 
ceulrc O ; que de plus chaque surface du second degré peut être 
produite par une infinité de pareils systèmes de plans directeurs 
I , II , III , au moyen d’une droite mobile convenable , etc. 

Lorsque doux directrices OX , OY sont rectangulaires entr’elles , 
elles se confondent avec les axes de la courbe tracée par le point 
P sur le plan I , lieu de ces directrices ( comme nous l’avons dit 
il n’y a qu’un moment , en parlaut de la génération des courbes du 
second degré). Quand les plans directeurs 1,11, III sont à angle 
droit , ils sont les plans principaux de la surface [engendrée ; et , 
dans tous les cas , chaque partie Pi , Pa, P3 est égale à la droite 
normale à la surface , et respectivement perpendiculaire au plan I , 
pu plan II, au plan 111. 
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On doit voir par là , que si l’on sc propose d’obtenir les rayons 
de courbure de la surface en un de scs points P, fig. i5, il faut 
opérer ainsi : en menant le plan XyOxY conjugué au diamètre 
POy? ; en regardant ensuite les axes XOx, YOy de cette section 
comme les deux directrices placées sur le plan directeur ( I ) , la 
troisième directrice O Z sera égale à la droite PM, à la fois normale 
en P à la surface , et en M à la section diamétrale OXY : enfin, les 

deux rayons de courbure de la surface en P , seront , -pyj- , 
OX* OY' 
ou OZ * oz ’ 



Actuellement il est facile d’apercevoir l’identité des principes 
développés plus haut, avec les propositions suivantes, extraites 
du Mémoire que nous avons cité. 

a Étant donné un point quelconque P sur une surface du second 
» degré É*); si l’on conçoit le plan tangent en P à cette surface, 

i> et la section diamétrale qui lui est parallèle ; puis qu’on déter- 
» mine les axes de cette section , c’est-à-dire , son système de 
» directrices orthogonales. . . . 

La droite menée par le point P parallèlement à ta plus 
grande directrice , sera tangente à la ligne de moindre courbure. 



La droite menée parle point P parallèlement à la plus petite 
directrice , sera tangente à la ligne de plus grande courbure. 



« On regardera ces directrices de la section diamétrale comme 
» directrices de la surface elle-même ; d’après cela , la troisième 
» directrice sera la distance de P à la section diamétrale qui con- 
» tient les deux autres , et alors. . . . 

Une troisième proportionnelle à la dernière directrice et à 
la plus grande des deux autres, sera le rayon de moindre 
courbure. 

Une troisième proportionnelle à la dernière directrice et à 

5 
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i" mémoire, la plus petite des deux autres , sera le rayon de plus grande 
courbure. 

Dans la note I'* du second Mémoire , nous présenterons ces 
mêmes valeurs par l’analyse, en les rapprochant de celles qui 
seraient fournies par les méthodes ordinaires du calcul différen- 
tiel ; afin qu’on voie mieux, l’avantage que présente la très-grande 
simplicité qui les rend propres, surtout, aux opérations graphiques 
de l’artiste et de l’ingénieur. 

ViJran <in myoni Jusqu’ici nous n’avons considéré dans les surfaces que leurs 

de* »*cüod( obli- ' 

qna <io >iur<cc>. sections normales; il nous reste à nous occuper des sections 
obliques , pour en déterminer aussi la courbure, et compléter par 
là ce que nous avons à dire sur la recherche des rayons do cour- 
bure des surfaces, et de leurs sections quelconques. 

Pour arriver à ce but , nous allons présenter deux méthodes 
différentes : l’une moins élémentaire , il est vrai, mais plus géné- 
rale , et qui nous fournira l’occasion de déduire plusieurs pro- 
priétés nouvelles de l’étendue , comme conséquences des théorèmes 
que nous avons exposés au commencement de ce paragraphe; 
la seconde, plus simple, plus facile, suffisante enfin pour ceux qui 
voudront s’y borner, et se contenter de l’cnchaînerncut le plus 
restreint des vérités qui leur sont plus particulièrement utiles. 

Prtmürc méthode. La surface quelconque (S), fig. 16 , étant osculée en P par une 

Proprictrt g<ndr>ka autre surface aussi quelconque (Z) , traçons sur la première la 

de* conucu. . 

courbe arbitraire MPN ; faiwwis ensuite varier cette surface avec 
• toute la généralité que ses transformations comportent , sans que 
sa courbure en P cesse d’être la même ; et nous avons vu qu’on 
peut le faire d’une infinité de manières différentes. Dans ces trans- 
- formations diverses, la courbe MPN restant toujours sur une 
surface osculatricc de (S ) et de (Z ), ne cessera pas elle-même 
d’osculcr ces deux surfaces : cela est évident. 
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Mais d’après la généralité que nous avons donnée aux change- mémoire. 
ments déformé dont est susceptible la surface (S), sans que sa cour- 
bure en P soit altérée, c’est-à-dire, sans qu’elle cesse d’être osculée 
en ce point par une surface primitive et invariable (2) , il est éga- 
lement évident que toute surface (/) , circonscrite à ( S ) suivant 
MPN, sera susceptible d’être en entier parcourue par la courbe 
MPN , dans les transformations infinies que cette courbe peut éprou- 
ver sans cesser d’osculer à la fois (S) et (2). 

On observera d’ailleurs que dans toutes les positions de la courbe 
MPN, sa tangente Fl' en P n’a pas cessé d’être la même, parce 
que dans le mouvement général des points de (S) , tous les points 
du plan tangent demeurent immobiles , et qu’à partir immédiate- 
ment du point de contact , le déplacement des points de ( S ) est 
infiniment petit par rapport à leur distance à ce point : la tangente 
de MPN est donc restée constamment la même **>. Seulement 
le plan oscillateur de la courbe MPN a pu prendre au point P 



t*) Cette démonstration abrégée étant ici la seule qui puisse arrêter ceux qui 
ne seraient pas très-familiers avec les considérations géométriques infinitési- 
males , nous allons la rendre plus sensible en la développant un peu davantage. 

Rappelons -nous que dans nos théorèmes sur la transformation des surfaces 
toujours osculatrices , la condition essentielle et permanente est que , à partir 
du point P , le déplacement des points de la surface primitive (S) , ne soit pas 
infiniment plus grand que la distance de ces points au plan tangent en P. 
Soit donc M / PN / , fig. 16 bis , la nouvelle position de MPN sur une des sur- 
faces dérivées de (S) ; en menant par les points A et / de MPN , et par les points 
correspondons A' et Z' de M'PN', les deux cordes Al, a! 1 * éloignées du plan (II) , 
ou de la tangente PT , de distances P y , P>' infiniment petites du second ordre, 
les cordes Al, AV 7 seront nécessairement du premier ordre (si P n’est pas un 
point singulier ). Mais , par hypothèse , les déplacements AA' , W ne peuvent 
être infiniment plus grands que Vy ou Ÿÿ \ ils sont donc au plus du second ordre, et 
par conséquent, le petit arc A'VŸ est tangent en P au premier. 
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I" mémoire, successivement toutes les positions autour de cette tangente. Or, 
ce même plan coupe toujours ( S ) et ( Z ) suivant deux courbes 
nécessairement osculatrices * de MPN ; puisque sans cela, MPN 
cesserait d’osculcr cés surfaces. Donc (/) étant la surface engen- 
drée par MPN , celte surface n’aura plus d’autres relations , i*. avec 
(S), que de la toucher simplement suivant une courbe MPN, ayant 
PT pour tangente en P; a*, avec (2), que de lui être tangente, en 
P , et d’avoir seulement une certaine courbe MPN , osculatricc à 
(Z) , suivant une direction quelconque PT. 

Et, ces seules conditions satisfaites, toutes les sections pos- 
si blés , faites à la fois dans (S), dans (Z), et dans (/) , 
par un même plan contenant Fr , seront mutuellement oscu- 
latrices. 

Nous prouverions avec une égale facilité , et toujours en suivant 
la même marche, que si deux surfaces quelconques (S) et (f) 
avaient dans toute l’étendue d’une courbe MPN, un contact 
d’un ordre m , toutes les sections possibles faites dans ces sur- 
faces par un même plan , tangent à leur courbe de contact , 
auraient entr’elles un contact de l’ordre immédiatement supé- 
rieur m-f- 1 . 

Rpptotinnmtcon- Maintenant nous allons rendre sensibles ces généralités , en les 
i.a.dumonaoidre. fl ppj|q uan t seulement aux contacts du second ordre qui ont lieu 
entre des courbes placées sur des surfaces , ou simplement tan- 
gentes suivant toute une ligne courbe, ou simplement osculatrices 
suivant une seule direction, et n’ayant plus alors qu’un seul point 
de contact. 

EjumpU' fiflrrt partit Une sphère, par exemple , étant circonscrite par un cylindre, 
t-urpt ion*u. g j > tangentiellement au grand cercle contact de ces surfaces , on 
suppose qu’un plan , d’abord normal aux deux surfaces primitives , 
s’incline de plus en plus vers le plan langent , il coupera la sphère 
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suivant un cercle de plus en plus petit , le cylindre suivant une mémoire. 
courbe du second degré de plus en plus graude, et cependant le 
cercle et la courbe du second degré ne cesseront pas d’être os- 
culatrices. , 

Et si l’on regarde l’un des points de contact de la sphère et du 
cylindre comme le sommet d’une surface de révolution osculée en 
ce point par la sphère même , toutes les sections faites , a partir 
de ce sommet, par des plans tangents au cercle de contact des 
deux premières surfaces ( la sphère et ce cylindre); ces sections , 
dis-je , seront également osculalrices des sections faites par les 
mêmes plans sur la surface générale de révolution. C’est la seule 
relation qu’auront conservée les courbures du cylipdre et de la 
surface de révolution ; car partout ailleurs qu’au sommet lieu du 
contact , ces surfaces ne seront même plus tangentes. 

Dans ces deux exemples , la sphère est la surface (S) , le cy- 
lindre la surface (/) , et la surface de révolution la surface (2). 



Ces propriétés sont susceptibles de nombreuses applications dans 
les théories de la perspective et des ombres : nous nous contente- 
rons pour le moment d’en offrir une seule. 

Si , fig. 17 , on mène dans la surfàêe quelconque ( S ) nn plan PA, 
qui la coupe normalement au point P, et qui soit parallèle au plan ho- 
rizontal de projection, toutes les courbes 1 PB, PC, PD, qui seront 
tracées sur (S) tangenticllcment en P à ce plan normal , se projette- 



Cont^qtienrca géné- 
rales relative» à la 
perspective et aux 
ombre*. 



ront horizontalement suivant des courbes PB», PC,, PD» ( Voyez 
note IV), mutuellement osculatrices en ce point; quoique dans 
l’espace leur rayon de courbure diminue de plus en plus à mesure 
que ce rayon s’incline vers le plan tangent. 

Et plus généralement encore : si l’on projette sur un plan quel- 
conque, fig. 18 (c’est ici le plan horizontal), le contour apparent 
d’une surface (S) , toutes les courbes PA,, PB,, PC,, seule- 

ment tangentes en P, au contour apparent PO,, sc projetteront 
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!» mémoire:, suivant des courbes PA», PB,, PC, , qui toutes oscilleront 

en P, le contour apparent PO, , quelle que soit d’ailleurs et leur 
forme , et leur position , et la grandeur absolue de leur courbure 
dans l’e^)acc. 

Enfin , ces mêmes propriétés existeraient encore, sr, au lieu de 
projections par lignes parallèles , ainsi qu’on peut les employer 
dans la détermination des ombres produites par la lumière so- 
laire , il fallait se servir de projections coniques , comme cela a 
lieu dans la perspective , et les ombres produites par des points 
lumineux à distance finie des corps éclairés. « Toutes les courbes 
qui , sur le corps éclaire , seraient simplement tangentes à leur 
contour apparent, lorsque ensuite on les aura projetées ainsi sur 
des surfaces quelconques, y seront osculatrices de la projection du 
contour apparent. » 

Concevons maintenant une surface générale (S), fig. 19, et 
traçons sur elle la courbe quelconque pPy ; concevons le cercle 
PA osculatcur de cette courbe en un point P, et par ce cercle 
une sphère (2) tangente à la surface (S) au même point P. D’après 
les principes que nous venons d’exposer, deux sections faites ar- 
bitrairement sur (S) et (2) par un plan tangent en P à PA ou à /u,Vy , 
seront nécessairement osculatrices. 

Donc , premièrement , toutes les sections d’une surface , tan- 
gentes à ta même courbe, et par conséquent à la même droite, 
en un point P de la surface, ont leurs cercles oscillateurs sur une 
seule et même sphère w . 



Dans la figure ao, nous avons voulu rendre sensibles ces propriétés do 
la sphère par rapport aux sections obliques et normales des surfaces quel- 
conques. La normale Pr de la surface (S) est supposée parallèle aux deux plans 
do projection ; par conséquent, le plan tangent de (S) mené par le point P, est 
perpendiculaire à ces deux plans. Donc aussi , les points P f , P* sont sur les 
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Mais il est évident que le rayon descripteur même de la sec- j.. mémoire 
tion plane , faite dans la sphère , est le rayon de courbure de la 
section faite dans la surface (2) ; or , si sur la sphère on fait , à 
partir du même point P, une section normale et une oblique, 
tangentes en ce point , on aura d’abord un grand , puis un petit 
cercle; et au point P de leur contact, le petit rayon sera la pro- 
jection du grand rayon, sur le plan du petit cercle : donc, si deux 
sections planes d’une surface (2) , l’une oblique , l’autre normale 
à la surface en un point P , sont tangentes en ce point , le rayon 
de courbure de la section oblique sera, sur le plan de cette 
section, la projection du rayon de courbure de la section 



contours apparents de (S), et (S)*. Maintenant, par le point P menons une tangente 
horizontale PT*, suivant laquelle nous ferons passer d’abord une section plane nor- 
male, puis toutes les sections obliques possibles, pour le point P. Ces plans couperont 
la surface (S) suivant des courbes dont les projections PmM* , PnN* , P n"S\ seront 
quelconques, tandis que les autres projections PM,, PN, , PN% sont des lignes 
droites ; ce qui doit être , puisque les plans où ces courbes sont tracées sont 
perpendiculaires au plan vertical de projection. 

Soit PmM* la section normale , et C le centre de son cercle oscnlateur PoA ; 
d'après ce que nous avons démontré , toute section oblique PN , PN', a pour cercle 
osculateur PùBrv celui dont le rayon Pc, est (sur le plan de la section oblique) 
la projection du rayon PC, de la section normale. D’ailleurs , il est évident 
que tous ces cercles P 6 B forment une sphère (2) dont PaA est le grand 
cercle. 

Or , le petit cercle PiB„ se projette horizontalement suivant une ellipse P5B* 
dont nous pouvons obtenir immédiatement le rayon de courbure ; car P est le 
sommet du petit axe , et le demi-grand axe bek est précisément égal au rayon Pc, du 

• ’ bç* p f * 

cercle projeté. Donc le rayon cherché = Tp— . ... * = g— Mais dans le 



Pc* 



triangle rectangle PcC„ , il est évident que -= 5 — =sr PC. Donc le rayon de cour- 

* v y 

bure de l’ellipse PfcB» est en P précisément égal au rayon PC du cercle oscu- 
lateur de la section normale. 



* 
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i« mémoire normale. Telle est la loi extrêmement simple qui lie la détermi- 
nation des rayons de courbure des sections obliques des surfaces , 
à la meme détermination pour les sections normales. 

SeeondcnKthofW.par Nous aurions pu .parvenir à ce dernier résultat d’une manière 

Ici o*cuiatricc* «lu 

««imii degrt’. plus immédiate, cp considérant la surface du second degré 

fig. 12 , osculatrice en P de la surface generale (S). En effet, inclinons 
les ordonnées de , sans altérer leur parallélisme, et sans que les 

points d’application cessent d’être à la même distance du plan (n) tan- 
gent en P à cette première surface du second degré; nous savons que 

la nouvelle, , produite ainsi, osculcra ( ^ > et par conséquent 
la primitive (S), au point T. Par cette transformation, la section nor- 
male nVfj. de deviendra une section oblique ,u'P// sur ^ , et 
ces deux courbes auront en P la tangente commune PT parallèle aux 
diamètres égau cela est évident. Mais «-étant le centre de 

(a) Ct »' celui de ^ , les rayons des courbes du second degré 
juP/tt et fx'Y y! seront, ainsi que nous l’avons fait voir, Pr = j— ; 
PI” == “y-t ; et, puisque u/j.— oi'fx', on voit que ces deux rayons 

sont réciproquement entr’eux comme P» ct P»'; c’est- à-diro, quo 
le rayon PT' de la section oblique sera le rayon de la section 
normale Pr, projeté sur le plan de cette section oblique. Enfin, 

comme ces deux seçtions de 0) et ( * ) sont osculatrices aux 

. sections .faites par les mêmes plans sur la surface générale (S) 
( puisqu’clle-mcmc est complettcment osculée par ces deux sur- 
faces ) , nous devrons en conclure la relation des sections obliques 
aux sections normales, à laquelle nous sommes parvenus par des 
considérations plus longues, mais plus générales , et qui remplis-* 
saient d’autres vues. 
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I" MÉMOIRE. 

S IV. 

Théorie des tangentes conjuguées. 

\ 

Jusqu’ici nous n’avons , pour ainsi dire , considéré les surfaces 

, , 1 , plan* langea la^ala- 

qae dans leur forme intérieure. Nous les avons coupees dans tous tire* àbcourbur® 

les sens possibles, et nous avons déterminé tout ce qui pouvait 

être relatif à leurs sections diverses, à leurs normales, à leur 

courbure. Mais, si la courbure des surfaces peut être également 

connue par la flexion plus ou moins grande des courbes tracées 

sur elles , ou par l’inclinaison successive des normales l’une sur 

l’autre , elle peut l’être de même par la détermination des diverses 

positions dont sont susceptibles les plans tangents, sur la surface 

qu’ils touchent. Nous venons, si je puis parler ainsi, d’anatomiser 

les surfaces et de les décomposer dans leurs dernières parties; 

rendons-lcur actuellement leur forme entière, et voyons de qucllo 

manière nou3 pourrons marcher sur elles dans les directions 

successives de leurs plans tangents. 

Concevons que par un point quelconque p d’une surface (S), n« 
fig. a 1 , on mène le plan (n) langent à cette surface, et que sans quit- 
ter ce plan on veuille passer sur le plan immédiatement consécutif b*» “'“ burc - 
(n') tangent à (S) au point p' pareillement consécutif à P, on ne 
pourra le faire que suivant l’intersection P'A' de ces deux plans ; 
de même pour passer du plan (n') à celui (n") tangent à (S) en p" 
consécutif à p', il faudra marcher sur l’intersection P 1 ' A" de ces 
deux plans , et ainsi de suite. Le système des intersections P'T', 

P''T", P"T"',... formera, comme on sait, une surface dévelop- 
pable , et il est évident que la forme de la surface (S) aura , avec 
celle de la développable, cl de leur courbe de contact PP'P"P’",. . 
une relation nécessaire; puisque la détermination de la première 

6 




KO 



4a DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

I« mémoire, de ccs grandeurs graphiques et d’une des deux autres, entraîne 
forcément celle de la troisième. Cherchons donc à connaître plus 
particulièrement en quoi peut consister cette relation : nous dési- 
gnerons ordinairement par (D) la surface développable circonscrite 
à la surface (S), et composée de toutes les tangentes PT, P'T', 
P'T',.... 

» 

Rdaitoa ntonaitu Soit mené à (S), fig. s3, par un de scs points P, la tangente 
ÜTku!! indéfinie PT, et concevons toutes les développables (D), (D'), 
af mnaeT mt'n ( ^ U )' * • • ( I U *> circonscrites à la surface générale (8), ont seule- 
«rf»™ k d U ubic n ,ent en commun l’arcte PT. Chaque développable (D) , (D*), (D"),.„. 

courbure quelles 4 44 

circonscxircQt. aura avec (S) une courbe de contact P$, Pp , P p",....; or, je 
dis que toutes ces courbes seront mutuellement tangentes en P. 

En effet, l’aréte PT d’une développable (D) est l’intcrscction de 
deux plans tangents (n) , (IT) immédiatement consécutifs (Â) , et cette 
droite étant supposée rester la même pour toutes les développables 
que l’on considère, elles auront toutes les deux, memes plans tan- 
gents (n), (n 7 ); et par conséquent les points p, p 1 de contact de ces 



i * ) L’esprit de la méthode des infiniment petits est de regarder les surfaces 
développables , circonscrites à des surfaces quelconques , comme l’ensemble d’une 
infinité de zônes planes infiniment étroites; alors les arêtes de la surface déve- 
loppable sont les intersections , et , si je puis parler ainsi , les sutures de ces 
zones ; alors encore la surface développable est, pour la surface à double coup* 
bure , ce qu’est pour une ligne courbe quelconque , un polygone circonscrit , et 
d’une infinité de côtés. 

’ On voit parfaitement que , d’après cette manière de concevoir la surface déve- 
loppable (D), fig. aa, chacune des zônes planes qui sont urnes par l’aréte PT , 
touchant la surface générale en un point (sur la courbe de contact de la sur- 
face générale et de la développable), deux zônes immédiatement consécutives dé- 
terminent deux points infiniment voisins p t p de la courbe de contact, et par consé- 
quent sa tangente pPp7. Donc, pour toutes le# surfaces développables possibles 



Digitizgd by Goog le 



THÉORIE. SECTION I. 43 

plans avec (S), seront les mêmes pour toutes les (D). Donc toutes i« mémoibe. 
les courbes de contact auront en commun les deux points immé- 
diatement consécutifs p, p' ; donc elles se toucheront toutes à 
partir de ces points, ou de P : ce que nous voulions démontrer. 

Si , par exemple , on suppose que toutes les développables (D) 
doivent être coniques; quelque position que prenne sur PT le 
centre du cône, quoique la courbe de contact change de forme 
chaque fois avec la position du centre du cône, la tangente pVp't 
à toutes les courbes de oontact , ne changera pas pour cela. 

Les droites PT , Pt ont donc entr’elles une relation nécessaire ; 
elles sont telles que quand l’une d’elles est déterminée , l’autre l’est 
pareillement : la position réciproque de ces droites doit dépendre 
de la forme de la surface (S) en P; et comme nous cherchons 
constamment à connaître cette forme , ce sera dans une telle re- 
cherche un pas de fait, que d’avoir déterminé les relations qu’ont 
entr’elles les arêtes PT des développables (D) , et les tangentes Pt à 
leurs lignes de contact sur (S). 

Supposons que PT, P'T, Cg. a5, soient deux arêtes consécutives 
de la surface développable (D) , et soit PP7 la tangente à la 
courbe de contact; soit ensuite la droite P,P7, menée par les seconds 
points P, et P', que les arêtes Ff, P’T ont de commun avec la 
surface (8) ; cette droite coupera évidemment PP'/. Si donc on re- 
garde ces deux droites comme les arêtes d’une nouvelle surface 
développable (A), la droite PP, T deviendra la tangente à la courbe 
de contact de (A) sur (S). Donc les deux droites PT, Pt sont réci- 



(D), (ET) , (D*),...., circonscrites à la surface (S), et qui ont en commun 
l'arête PT, les courbes de contact Pp, Pf', Vf'.... sont tangentes en P. 

Je suis entré dans ces détails qu'on trouvera peut-être superflus ; mais c'est afin 
d’aller au devant de toute objection qui pût avoir même une apparence de fonde- 
ment, et de prévenir , dans l’esprit des Elèves, des doutes qui les arrêtent et 
quelquefois les dégoûtent. 






I*r MÉMOIRE. 

Tangente* conju- 
guer». 

Leur dctmilion. 



Utilité de lent* 
application». 



4i DEVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE, 

proquement arête et tangente des surfaces développables (D),fi), et 
de leurs courbes de contact sur (S) : nous les nommerons pour ce 
motif tangentes conjuguées , et plus bas , nous présenterons encore 
d'autres raisons de cette dénomiualion. - 

La considération de ces tangentes conjuguées pourra devenir 
d'un très-fréquent usage dans les opérations de la géométrie des- 
criptive. Ainsi, par exemple, il est lacile de voir dans les théo- 
ries de la perspective et des ombres , que la direction du rayon 
visuel ou du rayon lumineux, et celle du contour apparent, ou de 
la ligue séparation d’ombre et de lumière , sont , pour chaque point 
de ce contour ou de cette ligue, les directions d’un système de 
tangentes conjuguées. La connaissance des rapports qui lient les 
tangentes de semblables systèmes , conduira donc immédiatement 
à la détermination des éléments les plus délicats des ombres et de 
la perspective. C’est ce dont nous offrirons plus tard un exemple 
remarquable , en nous proposant de déterminer sur la vis rectan- 
gulaire , la ligue de séparation d’ombre et de lumière. Mais la coupe 
des pierres et la catoptriquc nous offriront des applications plus 
remarquables encore. 

Offrons un autre exemple. Lorsqu’une batterie rasante est placée 
sur une colline , la ligne magistrale ou la direction de la batterie 
est la courbe de contact d’une surface développable , circonscrite 
au terrein de la colline , et qui vu tracer en avant la ligne de 
démarcation des points soumis au feu de la batterie , et de ceux , 
au contraire , qui s’en trouvent défilés par la seule configuration 
de la colline. La ligne des feux dirigés sur cette développable , et 
la direction de la batterie , forment précisément un système de 
tangentes conjuguées sur la surface de la colline. Donc, cette ligne 
de feux étant connue , pour enfiler la batterie par d’autres feux , 
il faudra se diriger sur la tangente conjuguée à cette ligne. Je n’offre 
cet exemple que pour rendre mes idées sensibles aux officiera 
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familiarisés avec les considérations militaires , parce qu’une telle MÉMomr, 
méthode ne convient jamais qu’aux recherches du cabinet , ou 
bien à des tracés faits à loisir ; mais a la guerre , il faut suivre 
une toute autre marche. Revenons à notre théorie. 

♦ 

Si à la surface (S), fig. a4, on substitue l’une (s) de ses oscula- i^n n-u. 
triecs en P, les points immédiatement consécutifs P et P' seront IiTLcomi « mk™ 
communs aux deux surfaces ; les plans tangents en ces points à (S) 
et (s) seront les mêmes; et par conséquent aussi l’arête PT in- 
tersection de ces plans : donc la surface (s) aura la même arête 
PT que ( S ) pour toutes les développables (d ) , (d 1 ) , ( d "') qui la 
circonscrivent, lorsque la tangente PP'/ sera la même pour les deux 
séries de surfaces (D),(D'), (D"),.... et (d), (d 1 ), (d"),.... 

Nous pouvons donc , dans la recherche des rapports qui lient mù» du simple 
entr’ellcs les positions des tangentes conjuguées , substituer à la 
surface générale (S), l’une quelconque de ses osculutrices. Et conl1 
comme nous avons fait voir qu’une infinité de celles-ci pouvaient 
être du second degré , il nous suffira d’observer quelles relations 
ont entr’elles les tangentes conjuguées sur les surfaces du second 
degré , pour connaître ces mêmes relations sur les surfaces les plus 
générales. 

Afin de rendre nos recherches plus simples , si nous observons 
que quelle que soit la surface développable (D) ayant PT pour arête , 

P/ n’en est pas moins sa tangente conjuguée , nous supposerons 
cylindriques toutes les développables dont nous allons circonscrire 
les surfaces du second degré ; et les résultats auxquels nous 
parviendrons, n’auront rien perdu de leur généralité par cette 
hypothèse. 

Si une droite , constamment parallèle à sa position primitive , 
se meut de manière à rester dans chacune de ses positions, tan- 
gente à une même surface du second degré , cette droite , dans son 



Digitized by Google 



V «G DÉVELOPPEMENTS DF. GÉOMÉTRIE. 

i*' mémoire, mouvement , engendrera un cylindre circonscrit à la surface du 
second degré ; leur courbe de contact sera plane , concentrique à 
cette surface, etc. : enfin, Paxe du cylindre sera pour la surface du 
second degré , le diamètre conjugué au plan de cette courbe. 

{soit donc, fig. a5, une surface quelconque du second degré , 

O son centre , /tiOc l’axe du cylindre , et APBE la courbe de contact 
des deux surfaces. Par un point P quelconque de celte courbe , 
menons l’arête PT du cylindre, et la droite Pt tangente au même 
point à la courbe de contact, ces deux droites PT, Pt seront ce 
que nous avons nommé deux tangentes conjuguées ; elles forme- 
ront un système de tangentes conjuguées. 

Cela posé , si par le centre O de la surface nous menons le 
diamètre AOB conjugué à POE, relativement à la courbe de con- 
tact APBE, ce diamètre sera parallèle à la tangente Pt; c’est la 
première propriété des diamètres conjugués. Mais le diamètre f*Or 

étant, relativement à la surface du second degré , conjugué à 

la courbe de contact APBE ; AOB , pO> sont eux-mêmes deux 
diamètres conjugués de la section AjuBf parallèle au plan ( n ) 
tangent à la fois en P au cylindre et à la surface du second 
degré. 



Sruiw <i* i« ««>» Si maintenant nous transportons la courbe A^B» sur le plan (n) 

bore de» «urfacc» * . . ... , 

^conque et parallèlement a sa position primitive , de maniéré que le centre 

da O se place au point P, les deux diamètres conjugués /*Or, AOB 
®tant respectivement parallèles aux deux tangentes conjuguées, 
umt s’appliqueront sur elles ; et ces tangentes deviendront les diamètres 

g co te» conjuguées * 1 ' te* 

de c«» «uihcc* conjugués d’une courbe AV* BV égale à A/xBv , et semblablement 
placée dans l’espace. 

Si l’arête PT avait pris sur le plan tangent (n) une antre direction 
PT', sa tangente conjuguée P t ' aurait pris également une autre posi- 
tion , mais n’aurait pas cessé de former avec elle un système de 
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diamètres conjugués de la courbe A'/u'BV. Donc , lorsque l’arête 
PT devient l’uu des axes de la courbe A'/u'BV, Pt devient l’autre 
axe j et les tangentes conjuguées sont alors les deux tangentes 
des lignes de plus grande et de moindre courbure de la surface : 
donc aussi les rayons de courbure des deux sections normales 
dirigées suivant les tangentes conjuguées orthogonales, sont les 
rayons de plus grande et de moindre courbure de la surface. 

Nous avons représenté dans les figures 26 et 27, le système 
de ces tangentes conjuguées : aP£,/tPi> sont les axes de la courbe 
du second degré ; ce sont les tangentes aux deux lignes de cour- 
bure qui se croisent en P à angle droit; *'PÊ r , //P/ et a"P6", 
fé'Ti" sont deux autres systèmes de diamètres conjugués qui cor- 
respondent à deux systèmes de tangentes conjuguées. 

Mais tous ces résultats , ainsi que nous l’avons prouve d’avance, 
sont également applicables aux surfaces les plus générales. On voit 
donc , enfin, qu 'en chaque point P d’une surface, quelle qu’elle 
soit , la forme de cette surface sera toujours telle , qu 'on pourra 
trouver une courbe du second degré , qui placée sur le plan 
tangent en P, ait ce point P pour centre , et présente dans 
chacun de ses systèmes de diamètres conjugués , un système 
de tangentes conjuguées de la surf ace générale. 

Alors le système des diamètres conjugués rectangulaires, c’est- 
à-dire , celui des axes, sera le système de deux tangentes conju- 
guées respectivement tangentes en P aux lignes de plus grande 
et de moindre courbure , etc. 

Voilà principalement les raisons qui nous .ont fait donner aux 
arêtes PT des développables (D), et aux tangentes P/ à la courbe 
de contact de ces développables sur la surface générale, la déno- 
mination de tangentes conjuguées , que d’ailleurs la réciprocité de 
ces lignes eût suffi seule pour motiver. 

Nous savons que OM , lig. a 5 , étant la distance du plan tangent 
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*" MtM0IRF aa centre de la surface du second degré osculatrice de la sur- 
face générale (S) , le rayon de courbure de la section normale de 
(S), faite suivaut la direction quelconque P^x', est égal à 
la courbe A'/x'BV étant égale à la section faite parallèlement à 
son plan, et par le centre O dans la surface Mais P et 

PB' étant deux demi diamètres conjugués d’une courbe du second 
degré , la somme de leurs quarrés P//'* I’B'* est constante quel 

que soit le système des diamètres conjugués. 

Nous pouvons donc conclure généralement, et pour chacun des 
points d’une surface quelle qu’elle soit , que la somme des rayons 
de courbure des sections normales à la surface en ce point , 
prises deux à deux , et dirigées suivant deux tangentes conju- 
guées , est constante , et égale à la somme même des deux rayons 
de courbure de la surface au point que l’on considère. 

Dt riuikairice. Suivant que la courbe A’fi'BVA' sera d’une forme différente, la 
surface ( S ) cllo-mcme variera dans la forme de sa courbure au 
point P; et l’on épuisera toutes les formes de courbures possibles, 
en supposant successivement à la courbe du second degré A/ixB»A 
toutes les formes dont elle est susceptible. Ainsi , la seule discus- 
sion des courbes du second degré nous indiquera tout ce que peut 
présenter l’examen de la courbure des surfaces quelconques : voilà 
pourquoi , en considérant cette courbe relativement à la courbure 
de la surface (S), nous l’appellerons indicatrice. 

Elit r«u complût- Appliquons donc ,«d’unc manière générale , cette discussion des 

forme de i> tour- courbes du second degré, a l’examen des formes que présenté 

bure des surface*, «tir 

la courbure des surfaces. 

s« »jmfBie. Toute courbe du second degré , fig. 2 5 et 26 , ayant nn centre P, 
est symétrique par rapport à ses deux axes «P£, p-Pr. De manière 
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que ses quatre parties comprises dans les 4oo‘ qui remplissent l’es- i«» mémoire. 
pacc autour de ce point , sur le plan (n) de cette courbe , sont deux 
à deux symétriques et deux à deux superposables. 

Donc aussi la courbure des surfaces , à partir d’un seul et même SrmAri» ^ i* «>w- 

, bure dc> surface». 

point P , est toujours symétrique par rapport aux deux directions 
de plus grande et de moindre courbure ; et les quatre éléments de 
la surface compris entre ces deux directions , sont deux à deux 
symétriques et deux à deux superposables , de manière que les 
parties superposées ont entr’ellcs un contact du second ordre. 

Car à chaque demi-diamètre / compris dans un quart du plan (n) , 
correspondent trois autres demi-diamètres /', A , A', symétriquement 
placés avec lui par rapport aux axes, et tels que / =/'= A = A'. 

Donc les rayons des sections normales laites suivant la direction 
de ces demi - diamètres , seront proportionnels aux quantités 
cf * = /'* = A* = A'* : ils seront donc égaux , et les quatre parts 
de la surface, superposées, seront mutuellement osculatrices. 

Considérons maintenant les propriétés des courbes du second 
degré , qui sont particulières à chaque espèce de ce genre. 




En général , une courbe du second degré , dont le centre P nous .mf-m p«jn- 
est donné , ne peut être qu’une ellipse ou une hyperbole. Elle peut J™, 
cependant être une parabole : alors elle se présente sous la forme de conll) “ r “' 
deux lignes droites parallèles équidistantes de leur centre. (Nous Pr '"" rr * tnrr 
examinerons en particulier ce cas remarquable. ) diipn>ioo., P fwo- 

Si la courbe indicatrice a/xG>, fig. a6, est une ellipse, tous les dia- ™i«m du» i. 
mètres sont réels , tous leurs quarrés de meme signe , et tous les P um ' 

rayons de courbure des sections normales de la surface (S) , dirigés 
par conséquent dans le même sens : enfin, la somme des rayons 
des sections dirigées suivaut deux tangentes conjuguées, est cons- 
tate et égale à la somme des rayons de courbure de la surface 
même au point P. 

7 . 
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mémoire. Mais lorsque la courbe indicatrice est une hyperbole, fig. 27, 
Second genre, partie de ses diamètres sont réels et tous leurs conjugués imagi- 
"ÉJ." 5 naircs ; partie des rayons des sections normales, positifs ; partie 
(cmaot .unstj...- négatifs ; un rayon de courbure de la surface, est d’un côté du 

ment , en tciu con- 0 7 # 

traira > leurs cour- plan tangent, le second rayon est de l’autre cote : deux rayons 
buic* coD)agticc> ^ sections normales conjuguées , sont toujours de côtés opposés 
par rapport au plan tangent : enfin , c’est leur différence au lieu de 
leur somme qui devient constante, et égale à la différence, au lieu 
de la somme des deux rayons de courbure. 

Les surfaces sont donc susceptibles de présenter deux genres 
de courbure bien distincts : dans le premier , les deux courbures 
sont dans le meme sens ; elles sont en sens contraire dans le 
second. Une partie des rayons des sections normales est dans un 
sens , et les rayons de leurs conjuguées passent à la fois ou du 
même côté du plan tangent, ou de l’autre côté, dans le premier 
ou dans le second genre de courbure : de sorte que suivant l’un 
ou l’autre cas , c’est ou la somme ou la différence des rayons des 
sections conjuguées qui devient constante et égale à la somme ou 
à la différence des rayons do courbure au même point. Les sur- 
faces du premier genre sont osculées par des ellipsoïdes , et par des 
hyperboloïdes à deux, nappes ou elliptiques, les surfaces du second 
genre le sont par des hyperboloïdes hyperboliques ou à une nappe. 

Remarquons , en passant, que V indicatrice est tellement propre à 
indiquer , à caractériser la forme de la courbure des surfaces, que, 
sans connaître celte courbe, les dénominations les plus heureuses 
qu’on ait trouvées , s’identifient avec celles que la considération de 
cette courbe nous a conduit à choisir. En effet , l’ellipsoïde et l’hy- 
perboloïde elliptique jouissent l’un et l’autre de la propriété d’avoir 
dans tous leurs points leur indicatrice elliptique; tandis que le 
paraboloïde et l’hyperboloïde hyperboliques , ont dans tous leurs 
points leur indicatrice hyperbolique. 
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Arrêtons-nous un moment sur ce dernier genre. Lorsque l’in- i« mémoire 
dicatrice est une hyperbole, les deux asymptotes de cette hyper- * 

bole sont pour la surface deux lignes infiniment remarquables. 

Et d’abord, chacune d’elles représentant seule un système de Jeux 
diamètres conjugués, transportée sur la surface, elle représentera 
seule un système de deux tangentes conjuguées. 

Par conséquent, dès qu’une surface développable (D) sera cir- rropci«i». 
consente à la surface générale (S), et qu’une de ses arêtes sera 
dirigée suivant une asymptote de l’indicatrice , la courbe de con- 
tact de cette développable et de la surface générale, sera tangente 
à cette même asymptote au point qui lui correspond sur la surface 
générale. 

Ainsi la ligne séparation d’ombre et de lumière se confond avec le ««««,,. 
rayon lumineux, partout où les deux courbures du corps éclairé, se aü» ombra 
trouvant en sens contraire, ce rayon est dirigé suivant une asymp- 
tote des indicatrices du corps éclairé. 

Et le contour apparent d’un corps mis en perspective sur une A li penpceim* 
surface quelconque , se confond pareillement avec le rayon visuel , 
quand ce rayon est dirigé suivant uuc asymptote des indicatrices 
du corps représenté. 

Les surfaces hyperboliques du second degré , c’est-à-dire , celles aox «nrora du *- 
dont les deux courbures sont dirigées en sens contraires, offrent cu “‘ 1 d, '8 r '- 

à cet égard des particularités remarquables. Le plan tangent cou- 
pant nécessairement les surfaces dont les deux courbures prin- 
cipales sont opposées , le plan tangent aux surfaces hyperboliques 
du second degré les coupera suivant une ligne du second degré , 
à laquelle seront tangentes les deux asymptotes de l’indicatrice. 

Or, une ligne du second degré ne peut avoir deux tangentes en 
un seul point, sans se confondre avec ces deux tangentes : d’où 
résulto cette belle propriété des surfaces hyperboliques du second 
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degré : par chaque point de ces surfaces , passent toujours deux 
droites tout entières placées sur elles. 

Mais les deux asymptotes sont symétriquement plaeées par rap- 
port aux deux, axes ; donc , dans les surfaces hyperboliques du 
second degré , les droites d’une génération font avec les lignes 
de courbure , un angle égal à celui que les droites de l’autre 
génération font avec les mêmes lignes, dans l’aire du plan tan - 
gent supplémentaire à celte occupée par les premières droites. 

Enfin, si l’on plaçait un point lumineux sur une de ces sur- 
faces , les deux rayons dirigés suivant les deux droites généra- 
trices qui se croisent en ce point, seraient partout tangents à 
la ligne séparation d’ombre et de lumière : elles seraient donc 
cette ligne ellc-mcme; et la surface serait ainsi divisée , par elles , 
en quatre parties alternativement éclairées et dans l’ombre. 

Revenons aux surfaces générales. Chaque asymptote de l’indi- 
catrice, avons-nous dit , représente seule un système de tangentes 
conjuguées; chaque asymptote est infinie : tous les rayons oscu- 
lateurs des sections obliques et normales dirigées suivant les asymp- 
totes, sont donc eux-mêmes infinis. Donc les asymptotes de l’in- 
dicatrice ne sont pas simplement tangentes à la surface , elle» 
Posculent; et toute section oblique ou normale faite dans la sur- 
face par une de ces asymptotes , est osculée par la même asymp- 
tote : cela est évident. 

Cette direction où la courbure est nulle et les rayons infinis , 
est précisément la limite des courbures positives et des courbures 
négatives. 

Pour completter ce que nous avons dit sur les surfaces dont les 
deux courbures sont dirigées soit dans le même sens, soit en sens 
opposés, il nous faudrait encore examiner un cas extrêmement 
remarquable ; c’est celui où les deux courbures deviennent égales. 
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Mais comme nous aurons à le discuter avec détail dans les II* , i« mémoire. 
111* et IV* Mémoires de cette partie théorique, nous croyons ne 
pas devoir présenter encore les propriétés de la courbure des 
surfaces qui appartiennent à ce cas , afin de n’avoir pas trop sou- 
vent à nous répéter dans le cours de ces Développements. 

Contentons-nous de dire actuellement qu’on reconnaît les points Aïoni’mdiairiceot 
où l’égalité des deux courbures a lieu , dans la première espèce de 
surfaces, parce qu’alors l'indicatrice devient un cercle ; et dans la 
seconde espèce, parce qu’alors elle devient une hyperbole équila- 
tére. Par cette dernière hypothèse, la surface n’est plus simple- 
ment partagée en quatre parts symétriques et superposables deux 
à deux , mais en huit parties symétriques , superposables quatre à 
quatre : les 4oo* de l’espace compris sur le plau tangent autour 
du point de contact, sont divisés eu huit parties de 5o*, siwiliformes, 
par les deux asymptotes de l’indicatrice. 

Maintenant , il nous reste encore à considérer une espèce de sur- 
faces qui forme, pour ainsi dire, le passage entre lejj deux genres 
que nous venons d’examiner. La courbe indicatrice , au lieu d’ètrc 
une ellipse ou une hyperbole, peut être unejparabojfe. 

_ ,»v _ • 

Or, pour qu’une surface du second degré soit telle qu’une sec- 
tion BmA , fig. a8 , parallèle au plan (ri) tangent en P, soit une 
parabole, il faut que celte surface soit un cône ou un cylindre ( * 5 • *r anI “»« 
tout autre paraboloïde ne pourrait satisfaire à cette condition. j“ rf “«*twiopp‘- 
L’arètc PTé de ce cône ou de ce cylindre est parallèle à l’axe ou 
au diamètre fit des sections paraboliques parallèles à (n) : donc 
la surface générale (S) dont l’indicatrice est une parabole, est 




t*) Le système de deux droites parallèles est une parabole ; et le cylindre 
lui-même est un côue. Ainsi , nous aurions pu nous dispenser d'en faire mention. 
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i" Ht moire, osculée par un cône ou un cylindre. Alors les deux tangentes conju- 
guées PT, Pt se réunissent en une seule droite PTt parallèle à l’axe 
de la parabole : c’est l’arête même du cône. Cette tangente unique 
oscule la surlace générale (S), au lieu de la toucher simplement; 
par conséquent, la surface générale est développable autour de 
cette tangente, à partir du point de contact. 

Ainsi les surfaces développables sont le degré intermédiaire qu’il 
faut franchir pour passer des surfaces dont les deux courbures 
sont dans le même sens , aux surfaces dont les courbures sont en 
sens contraires; et , dans ce point de passage , l’une des courbures 
devient nulle : c’est ce qui a lieu parce qu’on doit passer du posi- 
tif au négatif. 

Quelque compliquée que soit en apparence la discussion générale 
de la courbure des surfaces, on peut donc toujours la ramener au 
seul examen des courbes du second degré , dont les divers éléments 
nous sont connus dans tous leurs rapports. 

Coiutmcûon <fca tan- Supposons qu’on projette obliquement la courbe indicatrice, de 
ÎSÜr'uo man 'èrc à ce que sa projection soit un cercle ; et cela est toujours 

co “" nn ' possible lorsque cette indicatrice est elliptique. Les diamètres con- 

juguas se projetteront à angle droit , puisqu’ils deviendront conju- 
gués à un cercle. De là nous conclurons cette proposition générale: 

« Sur une surface quelconque (S) , fig. a5 , et pour chacun de ses 
» points P ou les deux courbures sont dans le même sens , on peut 
» toujours trouver dans le plan normal de moindre courbure de 
» la surface, deux droites P Y’, PV', symétriquement placées par 
» rapport à la normale en ce point, et telles qu’en regardant oul’une, 

» ou l’autre comme l'intersection constante de deux plans ortho- 
» gonaux mobiles , ces deux plans, dans chacune de leurs positions >• 
» simultanées , couperont le plan tangent en P , suivant deux tan- 
» genles conjuguées de la surlace en ce point. » Telle est la relation 
que nous cherchions à rendre sensible par une description géo- 



Digitized by Google 



55 



THÉORIE. SECTION I. 

métrique. Cette propriété est remarquable par F usage dont elle i» r mémoire. 

peut être dans lu catoptrique. Mais dans l’application que nous 

ferons à cette science , des principes de la courbure des surfaces , 

nous la présenterons sous un nouveau jour ; et uous développerons 

davantage la théorie des tangentes conjuguées , qu’on verra servir 

d£ fondement à presque toutes les applications qui seront l’objet 

de la seconde Partie de ces Mémoires. 

La forme des surfaces, à partir de leurs divers points, ne peut An*--«üon dr * r™- 

1 (irictr* île* Ungrn* 

être donnée que par la connaissance des lignes courbes qui , tracées i» conjugues* •> u 

. .. ... a • • ilc'ccrniinaiMB* 

sur elles, viennent se croiser aux pomts que Ion considère. Ainsi, 
nousavons prouvé au commencement de ce travail, que trois courbes J " ,ul1 
étaient nécessaires, et suffisaient à la détermination complettc de 
la courbure d’une surface qui les contient, au point P qui leur est 
commun. Nous sommes en état maintenant d’ellèctuer celte dé- 
termination, et c’est ce que nous allons nous proposer de faire. 

Soient Pi, Pa, P5, Cg. 39 , trois courbes tracées sur une surface 
quelconque (S) , et PO , PO , PO leurs rayons de courbure en P. 

On regardera' ces rayons comme projetés par trois parties P», P», P&> 

de PU , normale à la surface ; celles-ci seront les rayons de cour- 
bure des trois sections normales de (S) , tangentes en P aux courbes 
données Pi , Pa , P5. On prendra sur les tangentes PA, PB, PC de 
ces courbes , les points A , B , C , tels que PA*, PB”, PC* soient 
proportionnelles aux rayons Pa», Pa», P a». La courbe du second 

degré ayant P pour centre, ctpassant par les points A, B, C, sera 
précisément pour le point P l’indicalrice-de la surface ( S). Les axes 
de cette courbe seront les tangentes aux lignes de courbure , ce 
qui en fera connaître la direction ; les rayons de ces lignes, comme 
ceux de toutes les sections normales , seront déterminés au moyen 
des diamètres de la courbe A , B, C, et de scs axes : dés-lors , on 
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t” mémoire, sera donc en état de connaître aussi la courbure de telle section 
oblique qu’on voudra. 

EwrapfeoB-ripariM Les formes des .vaisseaux nous sont données dans leur devis 

forain de la carène . . , , , 

dn vaiuam. ou leur trace , a abord par un premier système de courbes verti- 
cales appelées couples ; eusuitc par un second système de courbes 
obliques et longitudinales appelées lisses ; enfin , par un dernier 
système de lignes horizontales appelées lignes d’eau. La forme 
de la surface des vaisseaux en chaque point, est donc indiquée 
par trois lignes courbes qui s’y croisent ; et comme ce nombre 
est celui nécessaire à la détermination de la courbure des sur- 
faces, nous pourrons toujours immédiatement, avec ces seules 
données , déterminer sur la surface des vaisseaux , et pour quel- 
que point que ce soit , la direction des lignes de courbure et celle 
des tangentes conjuguées ; la grandeur des rayons de courbure de 
lu surface et celle de toutes les sections possibles, obliques ou nor- 
males. 11 semble que ces diverses déterminations peuvent, dans 
plusieurs circonstances , devenir d’un assez grand intérêt. 

Lorsque nous avons considéré les surfaces développables nor- 
males aux surfaces générales , nous avons vu qu’elles avaient , 
avec les lignes de courbure , des relations nécessaires très-remar- 
quables. Maintenant que nous avons considéré de plus les surfaces 
développables circonscrites ou tangentes aux surfaces quelconques, 
il est naturel de rechercher si celles-ci ne présentent pas également 
quelques propriétés particulières , lorsqu’on les suppose appar- 
tenir aux lignes de courbure de la surface générale (S), c’est- 
à-dire , la toucher suivant ces lignes de courbure : c’est aussi ce 
que nous allons faire. 

Lorsqu’on chaque point P de la surface (S) , les deux tangentes 
conjuguées qui s’y croisent à angle droit, sout tangentes aux deux 

turc. 
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lignes de courbure de la surface en ce point , il s’ensuit que si on 
regarde une ligne quelconque de courbure comme la courbe de 
contact d’une surface développable (D), circonscrite à la surface 
générale (S) ; toutes les arêtes de (D) seront normales à la ligne de 
courbure , lieu des contacts , et tangentes aux lignes de la seconde 
courbure en chacun des points de la ligne de première courbure. 
Et réciproquement : dés qu’une surface développable circonscrite à 
une surface quelconque aura ses arêtes normales à la courbe de 
contact; cette courbe sera l’une des lignes de courbure de la surface 
générale , et les arêtes de la développable seront tangentes à 
toutes les lignes de la courbure dont n’est pas la ligne lieu des 
contacts. 

Il suit encore de là que l’arête de rebroussement de la déve- 
loppable (D), sera la développée de la ligne de courbure commune 
à (D) et à la surface générale; et la portion de l’arête rectiligne com- 
prise par le point P et l’arête de rebroussement , sera au point P 
un des rayons de la ligne même de courbure. 

Ce rayon et le rayon de courbure de la surface générale ap- 
partenant à la même ligne, suffiront à l’entière détermination de 
la courbure de cette ligne. Si l’on joint par une droite les centres 
extrémités de ces deux rayons , elle sera pour le point P le lieu de 
tous les centres de la ligne de courbure que l’on considère. En menant 
le rayon normal à cette droite , il sera le plus petit de tous , et 
le plan mené par lui et par le point P tangentiellement à la ligne 
de courbure , sera au même point le plan oscillateur de cette 
courbe. 

On ne considère ordinairement que les deux rayons de courbure 
placés sur la normale des surfaces , et on leur a donné exclusive- 
ment le nom de rayons de la surface. Les deux autres rayons qui 
6ur le plan tangent appartiennent spécialement aux lignes de cour- 
bure , sont cependant intéressants à connaître relativement à la 

8 * 
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(«MÉMOIRE, forme de la surface ; et leur considération, qui d’ailleurs peut être 
utile, jette beaucoup de jour sur la théorie de la courbure des sur- 
faces. Mais nous ne nous étendrons pas actuellement sur cet objet; 
parce que nous y reviendrons ensuite (dans la seconde Section, 
Théorie ) , lorsque nous chercherons à déterminer sur les surfaces, 
leurs lignes de courbure tout entières et les surfaces développables 
qui en dépendent: seul travail qui nous reste à làire après avoir 
déterminé, pour chaque point, tous les éléments de la courbure des 
surfaces. 



FIN DU PREMIER MÉMOIRE. 



I* MÉMOIRE 



« 



NOTES PRINCIPALES 
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( Pour ne pas trop charger le texte de cet Ouvrage , nous avons 
cru devoir rejeter à la fin de chaque Mémoire , les notes les plus 
étendues , et qui peuvent Cure l’objet d’une étude spéciale.) 



NOTE PREMIÈRE. 

De la continuité des surfaces. Forme générale qu’elles affectent, 
à partir de chacun de leurs points. 

Lorsque nous considérons les surfaces par lesquelles nous voyons déterminées 
les formes des corps , au simple aspect , nous acquérons une idée très-nette de 
leur nature en général. Mais si nous voulons la définir rigoureusement, nous trou- 
vons qu’il en est ici comme du commencement de toutes les théories ; ce qu’il y a 
de plus difficile à exposer, c’est toujours les premiers principes. Ainsi dan» les sur- 
faces diverses que nous connaissons , nous voyons qu’à partir de chaque point P, 
fig. 3o , nous pouvons cheminer sur elles suivant une infinité de directions PA , PB, 
PC, etc.. • . Mais nous ne pouvons pas d priori supposer que ces directions , à partir 
du point quelconque P, soient plutôt comme des rayons partis d’un centre sur un 
plan , que des arêtes parties du sommet d’un cône ou de plusieurs cônes concen- 
triques, etc. Aussi avons-nous fait voir que le premier de ces cas ne peut avoir 
lieu , et par conséquent la surface avoir en P de plan tangent unique ; ai ce n’est 
en admettant qu’à partir du point P, aucune section plane de la surface ne puisse 
ayoir plus d’une tangente. Voyons donc si cette hypothèse est généralement fondée. 

Supposons d’abord qu’elle ne le toit pas , et qu’ayant tracé la courbe plane quel- 
conque , fig. 3i , PP'P'P*. . . , P T , à chaque point de cette courbe puisse correspondre 
sur le même plan une autre courbe P p, P '//, P La surface (S) s’étendant 
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déjà dans les deux dimensions PP* et PT; si, sur le plan delà première courbe , nous 
menons la transversale quelconque pp'p'p 9 , . . . P T qui vienne se terminer en un 
point P* de cette courbe , chacun des points de la transversale appartiendrait à l'une 
des courbes P p, Vp\ P*p* t . ... : enfin nous pourrions répéter les memes construc- 
tions pour les autres courbes planes QQ'Q", Q T , RRH*, . . . , R% TTT", . . . , T T . 
Donc alors la grandeur graphique que nous avons appelée surface , présenterait dans 
trois dimensions une étendue continue , et serait un vrai solide au lieu d'étre une 
surface. 

Ainsi l’essence des surfaces est de ne pouvoir , étant coupées par un plan quel- 
conque PpP T , offrir qu'une courbe PP'P", . . . ., à partir de chaque point. Quelques 
points isolés pourront en offrir un plus grand nombre , mais ces points seront tou- 
jours séparés par une infinité d'autres qui n’en présenteront qu'une ; ceux-ci sont les 
points où nous considérons la forme générale des surfaces , les autres sont des points 
singuliers ; et, plus tard , nous examinerons aussi la forme qu’y affectent les surfaces. 

NOTE II. 

Construction des surfaces du second degré , osculalrices des 
surfaces quelconques. 

Nous allons d’abord prouver que pour an point quelconque C, fig. 3, comme 
centre, pris sur la normale Pr de la surface générale (S), il est toujours possible 
de concevoir une courbe du second degré PjxE osculatrice en P à une section nor- 
male de (S). Nous ferons voir ensuite qu’il est toujours possible de construire une 
surface du second degré passant par trois courbes du même ordre PpE, P/*E, 
Pju'E , dont la normale PE soit un diamètre , et par conséquent un axe commun. 

La courbure de la section Pm de (S) est nécessairement comprise entre zéro et 
l'infini. D’un autre côté , il n’est aucune des courbures comprises entre ces limites 
qu’on ne puisse attribuer en son sommet P à une courbe du second degré , fig. 5. V, 
dont l’axe PE seulement est déterminé. 11 est visible, en effet, qnela courbure de la 
ligne du second degré est zéro ou l’infini , lorsque l’autre axe ACA devient infini 
ou nul ; et que cet axe prenant ensuite toutes les valeurs intermédiaires imaginables 
entre ces deux extrêmes, la courbure de PAE en P prendra aussi toutes les valeurs 
possibles. 

Donc premièrement on peut toujours concevoir trois lignes du second degré PftE, 
Vpf E, Pf*"E, fig. 3, ayant pour centre commun le point quelconque C pri» sur fa 
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normale Pr de (S) et chacune de ces courbes oscillant respectivement une des sec- p* MÉMOIRE.' 
fions normales P m , P m', Pm # , de cette surface. 

Faisons maintenant passer une surface du second degré par ces trois lignes P/*K, 

P/*'E, P/*'E. Pour cela, si nous menons d’abord, par leur centre commun, un plan 
perpendiculaire à l’axe PE, ce plan contiendra évidemment le second axe de cha- 
cune de ces lignes. Connaissant les trois courbes , nous connaîtrons les sommets 
qu’elles ont sur ce plan coupant. Soient donc/*, /•', /**, fig. 3a, un des sommets 
de chacune de ces courbes. Si par ces trois points nous pouvons faire passer une 
courbe du second degré dont C soit le centre , et si nous regardons successivement 
chacun des diamètres de cette courbe comme l’axe d’une ligne du second degré 
passant par le point P de (S), Gg. 3 et 4- Nous formerons un système de lignes 

qui couvrira toute une surface ^ nécessairement du second degré , et qui conte- 
nant les trois courbes P/*E, P/Æ, P/*'E sera osculatrice en P de la surface (S). 

Par m' milieu de /*'/*" menons le diamètre Cm' , puis mp parallèle à /*"m/*'; 
ensuite, par m et m', soient mo, mV perpendiculaires à C mm'; prenons sur elles 
mn = mu et m'n' = m V i menons la droite un' jusqu’en T sur C mm', et soit êt 
parallèle à mn ou m'n' et telle que m#=m' T, et Cf=CT : enfin tirons la droite fT; 
o, o' étant sur elles le prolongement de mn et m'n', Co=Co' ; enfin soit pris sur Cf, 

Cfl = Co, ce point a est précisément l’extrémité du demi-diamètre Cmm'. Si 
d’ailleurs on porte Co ou Co en #y , qu’on mène y^, /», tC respectivement parallèles 
à CT et êt -, êS sera égal au demi-diamètre C b conjugué à Ca ou parallèle à m/* 
et m'/*'. • 

Pour se rendre raison de cette construction, il faut observer que comme Co=Co', 

C est le centre d’un cercle passant par o et o', et comme oo'T, nn'T concourent en 
T sur le diamètre CT, ce cercle et la courbe du second degré ayant C pour centre 
et CT pour ligne des x, ont sur elle mêmes soutangentes pour les mêmes abscisses. , 

Ainsi l’axe des x est le même pour les deux courbes; or pour le cercle, il égale deux 
fois le rayon Ço ou Co'=aCa. Ensuite le rapport des ordonnées mn , mo est celui 
du second axe de la courbe au rayon du cercle. Or #y : êZ il mol mn. Enfin en 
inclinant les ordonnées mn, m'n sur m/*, mu, le diamètre conjugué à Ca ne 
change que de direction et l’on a toujours Cb = êZ. 

Cette solution suppose que la courbe /«/*/•' est une ellipse. Si elle devait être 
une hyperbole , on rapporterait l’hyperbole passant par /« , /*', // à une autre hy- 
perbole ayant mêmes soutangentes pour les mêmes abscisses , et qui fut immédia- 
te ment constructible. 

•’ 'JVStKj **5 * W i ta- tUHs f. v*“ . U r* J- 
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NOTES PRINCIPALES. 

• NOTE III. 
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De la sphère comparée aux surfaces dont les deux courbures 
principales sont dirigées en sens opposés. 

La sphère ayant ses deux courbures dans le même sens , et tous ses points d'un 
même côté par rapport à chaque plan tangent, il est clair qu'en faisant varier la 
position de ses point» parallèlement à l’un de ces plans, on ne pourra produira 
aucune des surfaces à courbures opposées, c'est-à-dire, qui ont une partie de leurs 
points au-dessus et l’autre partie au-dessous du plan tangent. C’est ce qui semble 
contraire à ce que nous avons affirmé, pages 37 et a 8 . On va voir, néanmoins, 
que la sphère peut encore dans ce cas nous conduire à la connaissance de ce genre 
de courbures , et par conséquent que nous n'avons rien avancé de trop. 

Considérons donc an point P la surface (S), fig. 33, dont les deux courbures 
soient en sens opposés. Si nous concevons la sphère (X) osculée en P par la 
courbe PM , tracée sur la surface (S) , nous pourrons faire varier généralement la 
forme de (S) et de (X), d’après les théorèmes que nous avons exposés , «ans que la 
courbe PM cesse d’osculer la sphère ( X ). Ainsi PM étant supposé d’abord une 
section normale de (S) en P, les sections obliques qu’on obtiendra sur les surfacej 
dérivées de (5) , ne cesseront pas d’osculer la .sphère (X) , comme si (S) avait ses 
deux courbures dans le même sens. Donc premièrement les sections obliques ont 
avec les sections normales les mêmes relations sur les surfaces dont les courbures 
sont dirigées dans le même sens ou en sens opposé. 

Si , par exemple , nous supposons que la surface à courbures opposées soit un 

hyperboloïde du second degré à une nappe fig. 33 , tous les plans coupant» 

menés par le point P’ tangendellement *à la section normale PM traceront de# 
petits cercles sur la surface de la sphère, et des hyperboles sur la surface du se- 
cond degré ; à mesure que le plan coupant s’approchera du plan tangent les axes 
de la section hyperbolique diminueront , et l’hyperbole approchera de se confondre 
avec les deux droites génératrices de la surface qui passeront en P; mais les petits 
cercles de la sphère ne cesseront pas d’osculer l'hyperbole qui se trouve dans le 
plan de chacun d'tux. Observons en passant que le point même de contact est 
le cercle osculàteur du sommet del’byperboîe qui se réduit à deux lignes droites, 
c'est-à-dire , aux deux génératrices : la raison en est évidente. 

Cherchons maintenant la mesure absolue des deux courbures d’une surface, dans 
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le cas où ces courbures sont en sens opposés. 11 faut observer qu’alors l'indicatrice au j«r MÉÜOIht. 
lieu d'être une ellipse est une hyperbole. Comparons donc l'hyperbole à l'ellipse , 
et d'abord comparons l'hyperbole équilatére au cercle. Traçons un cercle ayant 

pour diamètre l'axe réel de cette hyperbole. Soit £ le cercle et * l’hyperbole , 

fig. 34, soit pris de cOté et d'autre du sommet P les abscisses P? et Pp' infini- 
ment petites et égales cntr'elles. Nous savons que le q narré des ordonnées fm et 
p'm' sera, pour le cercle, la différence des quarrés du rayon OP St de l'abscisse 
de Op ; et pour l'hyperbole la différence des quarrés de Op' et OP, c'est-à-dire , 
deux fois le produit de OP par Pp pour le cercle et par Pp' pour l'hyperbole (en 
négligeant les infiniment petits du second ordre). Mais Pp , Pp' sont égaux par hypo- 
thèse, ces produits et par conséquent les quarrés de pm et de p'm' lé «ont donc 
aussi. Donc si nous faisons tourner le cercle £ sur sa tangente en P, de manière à ce 
qu'il se rabatte dans la branche HPII de l'hyperbole, le point m s'appliquera sur 
le point m’, et le cerle £ sera par conséquent alors osculateur de l'hyperbole 
au sommet P. 

Si maintenant nous faisons croitre ou décroître proportionnellement les ordon- 
nées ou les abscisses du cercle et deeVbyperbolc équilatére , cette dernière courbe 
deviendra une hyperbole, ayant entre ses axes un rapport quelconque; le cercle 
deviendra une ellipse ; et le point m' qu'il a de commun avec l'hyperbole sera 
toujours snr cette hyperbole. 

De là résulte immédiatement ce théorème général. « Si l'on construit nne ellipse 
et une hyperbole dont les quarrés des axes aient la même grandeur absolue , cés 
deux courbes auront même courbure à leur sommet réel, n 

Ainsi le rayon de courbure de l'hyperbole est encore, au sommet de cette courbe, 
égal au qtflrré de l'axe étranger au sommet divisé par l'axe réel. C'est encore une 
valeur analogue à celle de I’ellips*; et le rayon de courbure en un point quel- 
conque de l'hyperbole s'exprime eu fonction du diamètre parti de ce point et de 
son conjugué comme dans l'ellipse. Car il suffira pour cela d'incliner à-la-fois toutes 
les ordonnées de l’hyperbole et de T ellipse ; les axes deviendront deux diamètTes 
conjugués, et le rayon de courbure qni n'aura pas changé aura pour expression 
le quarré dn diamètre qui ne passe pas par le point P donné, divisé par la dis- 
tance de ce point à l'autre diamètre. 

Soit donc que la surface du second degré osculatrice des surfaces générales (S) 
ait ses deux courbures dans le même sens ml opposées ; tout ce que novs avons dit de 
la mesure dp ces courbures sera vrai pour les deux cas. 

~. '' ' ,v ’.i .... • 
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NOTE IV. 



! Algorithme des projections et des rabattements propres à la 
Géométrie descriptive. 



Règle générale, lorsque noua envisagerons les grandeurs graphiques comme 
représentées par deux projections, l’une horizontale et l'autre verticale , nous les 
désignerons l’une par un petit u, l’autre par un petit h , placés au bas des lettres 
indiquant ces grandeurs graphiques ; et quand nouj voudrons les considérer dans 
l'espace et non plus en projection, nous emploierons les lettres memes qui les 
indiquent, mais sans v ni A. 

Ainsi, par exemple, le point A, la ligne AB, la surface (S), seront représentés 
dans leur projection 

horizontale par As , AB* , (S).; 

et verticale par A,, AB,, (S) f . 

Sur les épures mêmes dessinées pour servir à l’intelligence du texte, nous nous 
contenterons de placer la projection horizontale au-dessous, et la verticale au-dessus; 
en désignant identiquement les mêmes objets par les mêmes lettres sans v ni h\ 
parce que leur position seule caractérise la projection à laquelle ils appartiennent. 
Mais lorsque quelque partie de la projection horizontale dépassera l'espace réservé 
à cette projection^ nous l'y rapporterons par un petit h. Et dans le cas où ce 
serait au contraire quelque partie de 1a projection verticale qui dût anticiper sur 
l’espace réservé à la projeption horizontale, nous la rapporterons à sa vraie pro- 
jection par un petit v. 

Enfin pour désigner le rabattement d’une courbe ABC ou d’un plan (n) quel- 
conques , opéré sur un des deux plans de projection, nous ferons procéder d’un 
petit r le petit h ou le petit v désignant les projections horizontales ou verticales. 

Ainsi nous exprimerons le rabattement de la courbe ABC et du plan (il) sur 
un plan horizontal 

par ABC,*, (n),*; 

et par ABC,, , (n)„, 

le rabattement des mêmes grandeurs graphiques sur un plan parallèle au plan 
vertical de projection. 

Ces détails sont minutieux, sans doute; mais ils sont utiles, mais ils tendent à 
faciliter l'intelligence d’une géométrie par elle-même assez difficile : il uc faut donc pas 
les négliger. 

FI» DES NOTES DU PREMIER MÉMOIRE. 
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SECOND MÉMOIRE, 



SPÉCIALEMENT CONSACRÉ A LA THÉORIE DES 
TANGENTES CONJUGUÉES. 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

s 

S I". 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES CONTACTS DES LIGNES ET DES SURFACES. 



ARTICLE PREMIER. 

NOTIONS FONDAMENTALES. 

Avant S’exposer la théorie des taDgentes conjuguées , principal 
objet de ce Mémoire et du suivant , nous présenterons , par 
l’analyse , la démonstration générale des théorèmes que nous avons 
fait connaître ( Mémoire précédent , § III ) , relativement aux 
contacts des surfaces dont la forme éprouve certaines variations 
déterminées. Mais comme un tel sujet ne peut pas être entière- 
ment élémentaire , afin de suivre une marche plus facile , nous 
allons démontrer directement les théorèmes dont il s’agit , d’abord 

9 
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xi«* mémoire, pour les ligues courbes , ensuite pour les surfaces ; en commen- 
çant, art. II, par ce qui est relatifà la simple osculation. De cette 
manière , on passera plus facilement au cas général , art. III et * 
suivant; et l’on pourra d’ailleurs se borner au cas particulier, 
puisque nous ne voulons pas maintenant pousser l’examen de la 
forme des suriàces , au-delà des éléments du second ordre et des 

• 

simples osculations. • 

Pour cette même raison , et parce que les propriétés de la cour- 
bure des suriàces, restreinte à ses éléments du second ordre , 
peuvent être données complètement par la considération unique 
des tangentes conjuguées et de l’indicatrice , les élèves qui voudront 
se borner aux éléments du second ordre , pourront laisser tout le 
premier paragraphe de ce Mémoire , et passer de suite à la théo- 
rie des tangentes conjuguées, que nous avons cherché à rendre 
aussi élémentaire que sa nature pouvait le comporter. 

Maintenant rappelons en peu de mots les premiers principes de 
l'analyse différentielle appliquée à la géométri?. 

Si dans les équations de deux courbes 

* = ?(*), 

z =4(*)> 

on remplace x par x -h i, ot que z devienne alors z-f*/t pour la 
première , et z -t- x pour la seconde , on sait , d’après le théorème 
connu de Taylor, que ces deux équations peuvent généralement 
être développées par les deux séries suivantes : 

~ *f- k = %> (x) + <p‘ (.v) - -f- ?” ( x ) — -1- ?”' (x) — —g -i- etc. , 

z+x = 4 (*) -H' (x) i + 4”(x) ± + 4'" (*) rh + ctc - » 
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p' et 4' étant les coefficients différentiels du premier ordre de <p 
et 4 > c’est-à-dire , tels que « 




p'' et 4' ; étant les coefficients diflérentiels du second ordre de p 
et 4 » c’est-à-dire, tels que 

(*) ( x ) tu. 

-dï~ — *’ «G* > 

et ainsi de suite. 

Maintenant si pour la valeur particulière x de x , on a sim- 
plement p(x) = 4 (*)= z , les deux courbes auront un point 
commun x , z. 

Si de plus , les coefficients du premier ordre sont égaux , 
p' ( x) = 4 ? (*)» les deux courbes seront tangentes en ce point; 
elles y auront un contact du premier ordre. 

Si de plus , les coefficients du second ordre sont égaux , 
<p"(x) = 4''(x), les deux courbes seront mutuellement osculu- 
triccs en ce point , elles y auront un contact du second ordre ; et 
ainsi de suite. 

Et généralement, si les coefficients correspondants des deux 
développements sont égaux jusqu’à i inclusivement, les deux 
courbes auront , au point qui leur est commun , un contact de 
l’ordre m. 

Alors toute autre courbe z = x ( x ) passant aussi par le point 
x , z , mais qui n’aurait pas les m premiers coefficients de son 
développement , égaux à ceux des deux autres courbes , ne pour- 
rait point passer entr’elics à partir du point de contact de ces 
dernières. 
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Et parcülemeut, lorsque les équations z—P {x,y),z =4 (x,y) 
de deux surfaces, en supposant que x et y deviennent x-{-i,y-\-h t 
développées ensuite par rapport à i et h , ont leurs coefficients 
différentiels correspondants identiques jusqu'à ceux de la dimen- 
sion m inclusivement , les deux surfaces auront cnlr’clles un 
contact de cet ordre m , au point qui leur est commun ; et toute 
autre surface dont l’équation ainsi développée n’aurait pas ses 
coefficients égaux aux premiers jusqu’à l’ordre m inclusivement, 
ne pourrait point passer entre les deux premières surfaces , à 
partir du point de contact. 

Revenons un moment à la considération des lignes courbes. 
On sait que z — <P{x) étant l’équatiou d’une courbe quelconque , 
l’équation de la tangente est 

Z — z = <p' (X — x), 

et que 

y(Z~z)=-(X-x) 

est l’équation de la normale. 

Or t * ) , deux normales infiniment voisines se rencontrent en un 
point , centre de courbure de la courbe pour le petit élément 
compris entre ces deux normales : le point X , Z de la normale , 
qui ne changera pas lorsque x , z deviendront x -f- dx , z + dz, 
sera donc le centre de courbure de l’élément dx , dz. 

Mais 

p'(Z- z)=-(X-x^ 



(*) Si nous n'écrivions que pour des Géomètres , nous aurions pu dégager cetta 
dernière partie de toute considération infinitésimale ; mais en le faisant d'après 
les belles méthodes de l’auteur des Fonctions Analytiques , nous aurions été 
moins faciles ; et c’est surtout ce que nous tondrions pouvoir être le plus pos- 
sible j afin de généraliser l’étude des théories vraiment utiles à des Ingénieurs. 




• % 

THÉORIE. SECTION I. 69 

étant l'équation de la normale , si ou la différent ie par rapport à 11 *• mémoire 
je, z et <p', sans que X ni Z varient, on aura, puisque dz=<p'dx, 





* ♦"(Z— z) + *" = — i} 






d’où 


* 


V 




Z z = ,+ /\ 










* 




et 


X jt = *'.'+/•. 

9 







Donc la distance du centre de courbure Y, Z, au point x, z de la 
courbe ; c’est-à-dire , le rayon de courbure a pour expression 



\f(X-*)*+(Z-z)* = Ü±?X 

La grandeur du rayon de courbure ne dépendant que des éléments 
du premier et du second ordre <p' et <p", on voit que deux surfaces 
ont en un point donné même rayon de courbure , dés qu’elles ont 
en ce point un contact du second ordre. 

Réciproquement, si elles ont même tangente et meme rayon 
de courbure en un point quelconque , elles ont un contact du se- 
cond ordre en ce point, et les coefficients différentiels du premier 
et du second ordre do leurs équations, sont égaux. 

• t 

ARTICLE II. 

Üe la simple osculation des lignes courbes dont la forme 
éprouve certaines transjbrmations. 

Soient deux courbes APC et Pot qui se croiscnj en P , mais ne 
s’y touchent pas, et une troisième courbe Pot' qui passe aussi 
par le point P, sans y être tangente à APC; soit ensuite la 
corde quelconque AC parallèle à PT, tangente de la primitive APC 
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en P ; enfin , portons sur cette corde les longueurs AA', CC' égales 
à mm', en plaçant successivement la corde AC à toutes les dis- 
tances possibles de PT ; on formera une nouvelle courbe A'PC' qui 
sera dans une relation nécessaire avec les deux autres : c’est cette 
relation que nous voulons déterminer ; et nous ferons voir qu’cllo 
entraîne l’osculation des deux figues primitive et dérivée APC, 
A'PC'. 

Soient 



* = /Cr) ) 

X = F (jr)l 

? = 9 ( 7 ) ( 

S = ®Cr) ) 



les équations des courbes 



Î APC 
A'PC' 
P m 
P m' 






En supposant les y perpendiculaires , et les x parallèles à la 
tangente PT; il est évident que dans ces quatre courbes,^ sera 
le meme pour tous les pointe d’une même corde AA'CC'. Obser- 
vons d’ailleurs que nous avons , par hypothèse , 

AA' = mm'; 

c’est-à-dire , 

X — X = £ — S: 

donc aussi 

f(7)-T(7) = 9(7)-*(7), 
équation que , pour abréger , nous mettrons sous la forme 
f _ F = <p — 

et qui , dilférentiéc deux fois , nous donnera 

f — F' = <7 — <b', 
p F"= <p'' 4>". 

* *# 

Considérons 'd'abord l’équation du premier ordre. 

Nous pouvons , dans cette équation , regarder f, F', <&' 

comme des constantes arbitraires / , F , ? , ; alors , au lieu 
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d’appartenir aux quatre courbes APC , A'PC', Pot , Pot', elle ap- u« mémoire. 
partiendra seulement aux quatre tangentes A© , A '0 mt , rn't 
de ces courbes , parties de la même corde AA! mm'- Les équations 
finies de ces tangentes seront alors 

' * -y-7' + c, ^ 

X=y.ï+C, 

£ = y.l> + y, 

H — y.* + T, 

C, C, y, T étant les constantes qui complètent ces équations 
intégrales. Si dans ces quatre équations nous retranchons, membre 
à membre , la seconde de la première, la quatrième de la troisième, 
et la seconde différence de la première différence, nous aurons 

F'-(*V ï)H-c— c— (> — r). 

Mais chaque tangente ayant un point de commun avec la courbe 
qu’elle touche, on a pour ces points de contact , comme nous 
venons de le voir, 

x — X = Ç — H, 

donc aussi 

c — C = y — r. 

Donc, enfin, pour une corde quelconque A A' mm' qui coupera les 
quatre tangentes parallèlement à l’axe des x , on aura toujours 



W Ou bien aux quatre tangentes Oi , C'9 , ml, m'f, mais il suffit de consi- 
dérer Ifts quatre premières. 
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u»« mémoire ces abscisses étant celles des quatre tangentes, fournies par une 
seule et meme ordonnée y. 

Ainsi, A©, A'©, mt, m't étant les quatre tangentes que nous 
considérons; non- seulement sur la corde AA 'm/n', lieu des points 
de contact A , A', m , m', la partie AA' est égale à mm' ; mais 
toute #utrc corde parallèle à celle-là, est pareillement divisée -en 
parties égales par les mêmes tangentes. 

D’après cela , il est visible que la droite qui passera par le point 
de concours t des deux tangentes ml, m't, passera également par 
le point de concours © des deux tangentes À©, A'©; car sans 
cette condition , les parties interceptées ue seraient plus égales 
entr’elles. Ce théorème peut être rendu d’un grand usage dans la 
théorie des courbes et des surfaces du second degré. 

Passons maintenant aux contacts du second ordre. * 

Soit y la valeur de l’ordonnée courante y au point P, où la tan- 
gente APC , A'PC' est parallèle à l’axe des x. Cette condition exi- 
gera que f'(y) soit infini, c’est-à-dire, que f soit de la forme 

/'O0 = — 

4 ne pouvant devenir nul , ni x infini pour la valeur particulière 



re- 
cherchons maintenant la valeur du rayon de courbure de APC 



en P, où y — y = o ; son expression générale est, comme nous 
l’avons fait voir dans l’article précédent, 



Mais si 
on a aussi 
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Donc le rayon devient 

r .+(— 

L \ (y _ y y /J 



4 -' 



(.y-ÿr (y-y/" 1 " 
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En chassant les dénominateurs partiels en y — y , et supprimant 
» dans les deux termes de cette fraction les plus grandes puissances 
de y — y, il vient 

P = £ . 

Ky-y )** -1 

Maintenant , si le rayon de courbure ne doit être ni nul ni infini , 
ce qui est le cas général, il faudra qu’on ait a fi — 1 = 0, /t* = j ; 
et le rayon de courbure sera par conséquent, 



f = — H*. 



expression d’une simplicité singulière , et ^qui donne le moyen d’ob- 
tenir immédiatement ce rayon dans un cas où les formules ordi- 
naires se présentent sous la forme indéterminée 5 c * ) - 



Pour rendre sensible ce moyen d’opérer, nous allons en offrir un exemple 
facile. Cherchons la valeur des rayons de courbure de l'ellipse et de l'hyper- 
bole , qui correspondent aux sommets de ces courbes dont l’équation générale est , 
en la rapportant aux deux axes , 



X=J b’), d’où 



dy a y i 

dr - ï • V'yT* ' v 7 ! Cy^*)' 



équation qui , lorsque^ ==£, 
nous considérons. 



x = o, devient 



de 

3 F 



i 

O 



et rentre dans le cas que 



Faisons donc y = b , on a 



Vy + b 



a O 1 , . a- 

- b . — , donc = + T 



C'est U valeur absolue du rayo^de courbure appartenant aux sommets placés 
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u«« mémoire. Voyons à présent quelle est la valeur du rayon de courbure de la 
seconde courbe A'PC' (Cg. x, comme dans tout ce qui précédé). 
Puisque 

/' — F = <p'— on a F=/'-f-4>' — <p'. 

Or, 

f— donc F'= ^ 7 - +X+®' — <P'- 

<.y-yf (y-yT 

Mais si les deux courbes P m et P m! ne sont ni l’une ni l’autre 
tangentes à APC , ni à A'PC' ( et telle est notre hypothèse) , F' 
et /', non plus que x > ne pourront pas devenir infinies : donc le 
rayon de courbure de A'PC' sera encore en P, 

* ( 3 ) 

Donc les deux courbes APC, A'PC' ont en P le même rayon de 
courbure ( i ), ( a ), — 7 ct sont mutuellement osculatrices en ce 
point : c’est ce que nous voulions démontrer. 

Autrement et plus simplement. Puisque la valeur générale du 
rayon de courbure de la courbe x=/(y) ou y=:a>(x), est 

l 

p = i — — ; dans le cas particulier ou »'= o, p^=-jr. Or, au 

point P, la tangente commune à APC, A'PC' étant parallèle à l’axe 
des x , a»' est égal à zéro pour les deux courbes. Cherchons donc 

la valeur \ que prend alors leur rayon de courbure. 

Soit x la valeur de x au point P ( y étant la valeur correspon- 



,11 r l'axe des y. Ctst aussi le rfjultat auquel nous étions parvenus dans le 
Mémoire précédent, mais par de» considérations purement géométrique». Dans 
une série d’expériences sur la flexion des bois , entreprise dans l’arsenal d© la 
Marine , à Corcyre , nous avons fait usage de cette méthode pour déterminer 
la grandeur du rayon v de courbure des pièces de bois soumises à la flexion, au 
point où cette courbure est un rruuimum. 
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danlc de j'), il faudra que &>'(x) devienne «'(x) — o, en supposant n “* 
que y — a(x) soit l’équation de APC; par conséquent dy sera 

de la forme _ 

(X— *)»'.(*) = 

donc y même est de la forme* (x— »)■«(*)+ const. Mais au point 
P de la courbe ABC donnée par cette fonction, y =*y , x=x : 
donc enfin la véritable équation de APC est 

y — ÿ = (x—x)‘m(x). 

Donc au point P le rayon de courbure p = 

Si maintenant nous voulons obtenir la valeur du rayon de A PC 
en ce point P, soit m(y— ÿ) la valeur des distances des points de 
A 'PC' aux. points de APC, ayant la même ordonnée^; X étant 

l’abscisse de A'PC', on aura x=zX — m(y—ÿ), et par consé- 
• quent _ _ _ 

x — x = X — x — m(y —ÿ) 

Videur qui, substituée dans l’équation de APC, donne 

■y — y = [X — *— m(y— ÿ) ]V[X — m{y — J)]. 

Équation qui, lorsqu’on y faitj3=jy donne X = x = x, et par 
conséquent 

Donc le rayon de courbure de A'PC' en P est aussi Ainsi, 
les deux courbes APC, A'PC' ont en P un contact du second 
ordre. (Voyez la note I.) 

Démontrons actuellement que le même théorème est immédia- 
ment applicable aux surfaces. 
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a«* MÉMOIRE. 

SUITE DE L’ARTICLE II. 

De la simple osculation des surfaces dont la forme éprouve 
certaines transformations. 

Si le plan tangent à la surface primitive en x, /, z est paral- 
lèle au plan des x, y, on aura pour ce point i=o, ^ = o- 
donc partout ~ est divisible par x — x, et ^ par/— ÿ ; donc aussi 

z-z=(x-x)'p+ (x -x) (/-/)4 + (/ —Jy X 

4 ') X t ‘l an l des fonctions de a; et de/, qui ne puissent devenir infi- 
nies lorsque * — x = o, y — / = o. 

Par le point x,/, z, menons le plan / — y = a(x— x)quiscra 
nécessairement dormal à la surface, nous aurons 

z — z = (x — x)'(<p + af+a‘x) 

pour la projection sur le plan des x, z, de la courbe tracée sur 
la surface par son plan normal; et pour équation de cette courbe 
même, rabattue sur le plan des x , z, 

z — z=(x— x}'(<p + a-\, + a'x)\/(i -f-a’) = (x— 

En faisant 

" O) = (<p + a4 -f a*x) t/(i -f- a') ; 

donc, d’apres ce que nous venons de démontrer, ~ sera le rayon 

de courbure de cette courbe pour le point x, y , z. 

Considérons maintenant la surface formée eu transportant chaque 
point x, /, z à une distance proportionnelle à z — z, et suivant une 
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direction my —nx parallèle au plan des x,y. Tous les points de n»< mémoire. 
l’axe des z , ainsi transporté^, formeront encore une ligne droite 
dont nous représenterons les équations par 1 

x — x = m{z — z), y — y — n(z — z). 

Donc X, Y, Z = z étant les coordonnées de la nouvelle surface, 
on aura 

x — x = X — x — m(z—z), y — y = Y — y — n (z — z ) , 

. 1 ; P . * 

et par conséquent pour la courbe tracée sur cette surface par le 
plan normal , 

z — z = [X — * — m(z — z)]*.«, 

mais déjà 

z — z = (x — X)'.CO 

I ■ $ 

est , comme nous venons de le voir, l'équation de la première 
courbe ; et nous avons prouvé dans la dernière méthode de l’article 
précédent, que deux lignes représentées par deux équations d’une 

telle forme , ont l’une et l’autre d- pour rayon de courbure au point 
qui leur est commun. , 

Donc , tout plan mené par x , y , z , normalement aux deux 
surfaces primitive et dérivée, trace spr elles deux courbes tan- 
gentes , et qui ont même rayon de courbure en ce point de con- 
tact : donc aussi , les deux surfaces sont en ce point mutuellement 
osculatriccs. . .■ , • ' ■ . 

ARTICLE III. 

De la transformation qu’on peut faire subir aux surfaces , 
sans qu’elles cessent d'avoir entfelles un contact de F ordre 
général m. * ' î 

Si l’on prend un point x, y, z sur une surface quelconque; 
qu’on conçoive ensuite Je plan tangent à la surface en çe point, 
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«»• mémoire, et qu’on y rapporte chaque point de la surface par des ordonnées 
rectilignes ou non , lorsqu’on fera vaficr ces ordonnées de la ma- 
nière la plus arbitraire , en supposant , cependant , que leur origine 
sur le plan tangent soit invariable, et que le poiut d’application 
sur la surface reste toujours à la même distance du plan tangent ; 

I*. Aucune des nouvelles ordonnées ne formant un angle nul 
avec le plan tangent ( à partir du point x , y , z que l’on consi- 
dère), la nouvelle surface sera osculatrice de la primitive en ce 
point * , y , z. 

II*. Si de plus les nouvelles ordonnées sont respectivement tan- 
gentes aux ordonnées primitives (à leur commune origine sur le plan 
tangent ), la nouvelle surface aura toujours, avec la surface primi- 
tive , un contact du troisième ordre. 

III*. Si les nouvelles ordonnées n’ont pas seulement un contact 
du premier ordre , ou une simple tangence avec les ordonnées 
primitives correspondantes, mais un contact du second ordre , la 
nouvelle surface aura , avec la surface primitive , un contact du 
quatrième ordre. 

Et en général , le contact de la surface dérivée , avec la sur- 
face primitive, est d’un prdre de deux unités supérieur à celui 
des ordonnées correspondantes de ces surfaces. 

En effet , soit 1= f (x , y ) , l’équation de la surface donnée : en 
supposant que x , y , z deviennent x+ dx , y + dy , z + di, cette 
équation deviendra 

(S)... z+dz—tp+pdx-bqdy-i--^ ( rdx' -f- a sdxdy + tdjT ) 
-f- -j-i-g (c idx s -f- ZCdx'dy -\-clc.) + etc. 

Actuellement, pour passer de cette surface à sa dérivée, conce- 
vons que dx et dy deviennent respectivement 
rfX iss dx + 1 , dX = rfy 4* « , 
f et v étant des fonctions quelconques de dx et dy. 
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L’équation du plan tangent à la surface (S) étant u« mémoire. 

z— ï—pix— x)+q(y— ÿ), 

celle d’un plan parallèle à celui-là , mais passant par le point 
x,y , z — h sera 

(*)•••• z — z + h=p(x — x)-f- q(y — J)- v 

Or , pour tous les points où ce plan coupera la surface (S) [ en 
faisant h infiniment petit ] , nous aurons évidemment 

* — x = dx, y —y e dy , z — z=* dz. 

Retranchant donc membre à membre Pcquation ( tt ) de l’équation 
( S ) , il viendra 

I 

h — j^( rdx‘-\-asdxdy+tdy‘) + 77773 (“<fa*-j-36</x*cèy-f-etc.)-f-elc. 

Telle est l’équation de la section plane faite sur la surface par un 
plan (-x) parallèle au plan tangent , et à la distance h mesurée 
sur l’ordonnée z. J’observe ici que dx et dy étant supposés infini- 
ment petits du premier ordre, h est nécessairement du second ordre, 
ou plus petit encore. 

Maintenant si les ordonnées auxquelles nous concevons la sur- 
face (S) et sa dérivée (2) rapportées sur le plan tangent, ne sont 
pas tangentes à ce plan ( et telle est toujours notrc*hvpo thèse ) , 
la distance d’un point de (S) au point correspondant de (2) , ne 

peut, à partir du point de contact x , y, z, être dans un rapport 
infini avec la distance h -, donc celte distance est une fonction où 
il n’entre que des puissances positives de h. 

Soit donc pour le point X , Y, Z qui sur la surface (2) corres- 
pond au point x + dx,y + dy , z+dz, 
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d’où 



X = JC + dx -f- £, 

Y — y + dy + u , 

X — x — dx — £, 

Y ~ y — dy = v, 



Ç et u étant deux fonctions quelconques de dx , dy et h. Comme 
les points correspondants de (S) et de (2) sont, par hypothèse, 
à la même distance du plan tangent , 



z — z=p (x — x)-f- q {y— y)-, 



ce plan transporté parallèlement à lui -meme, peut passer à la 
fois par ces deux points : on a donc pour cette condition , 

z — s — dz=p (X — x — dx) + q (Y — y — dy) ; 

donc aussi, 

Z — z — dz = p% qv. 

Ainsi, telles seront les coordonnées des deux points correspondants 



S x + dx 
y + dy 
z + dz 



sur (2) 



x dx + Z 
■ y 4- dy + u 
z + dz + p% + qu. 



Par conséquent la distance de ces deux points aura pour ex- 
pression t/[Ç'+ u’-t-QaJ; 4- ?«')■]• 

Maintenant, pour que cette distance ne devienne pas infiniment 

plus grande que h, il faudra que le rapport ^ — 

ne puisse pas devenir nul , pour des valeurs de h , § et u aussi 
petites qu’on voudra. 

Supposons d’abord que ce rapport doive être constamment une 
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quantité fiuic ~ , on aura 

H'h‘ = ?+v‘+{rf+qvy, 

équation qui, lorsque A sera infiniment petit d’un ordre quelconque , 



U« MÉMOITlf. 



exigera que £• et u soient infiniment petits du même ordre. 

Mais si les nouvelles ordonnées z devaient être à leur pied tan- 
gentes aux primitives, il faudrait que n put devenir infiniment petit 
du premier ordre, par conséquent £ et u seraient infiniment petits » 
d’un ordre immédiatement inférieur à celui de A, et ainsi de suitc£ 
Nous allons actuellement reprendre l’équation générale 



... \-=v v > . . 

A= 7^ (rdx'+isdxdy+tdy'^j—^x’+SGdx'dy+elcJ+eic. 



en y mettant dX — £ pour dx , et dY — u pour dy (quantités 
respectivement égales ) , mette équation devient 



h = T~ a wdx— ç)*-f.sj(<«~ç)(<nr-a)+<(<nr-#] 

+ dh( etc -)+ etc - 

Soit d’ailleurs 

A= ytï ( Rrfx * + aMXrfY+W) 

+ 7T3 ( a</x ’ +"5BrfX*rfY + etc.) + etc. ; 






l’cquation où R, S et T, A, B, C etD, etc. sont les coefficients 
différentiels partiels du second ordre, du troisième, etc., appar- 
tenant à la surface dérivée (2) : cette équation et la précédente 
devront être identiques. 

Lorsque les ordonnées correspondantes de (S) et (2) ont à leur 
pied un contact de l’ordre m — a , /u devient infiniment petit de cet 
ordre. Mais A est infiniment petit du second ordre , lorsque dx 
et dy, dX et d Y le sont du premier ; donc alors, pour que l’équation 

il 



* 
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fi‘h‘ = g* 4- “* 4- {p% 4- ?«)*; 

soit homogène , il faut que Ç et v soient infiniment petits de l'ordre 
m : donc, dans l’expression 

h=-^ [r(dX — £)* 4- etc.. . .] 4- etc. . . . , 

les termes de l’ordre le moins petit , dans lesquels entrent g et u , 
. étant de la forme ÇdX, uciX, ÇrfY, odY, ces termes seront des 
^infiniment petits de Tordre m 4-x: donc f et u ne pourront pas 
entrer dans les termes qui contiennent des mfiniment petits de- 
puis le premier oiidrc jusqu’au m inclusivement. 

Mais puisque les deux valeurs de h 

^ [r(rfX_f)-4- 2J (dX-Ç)(enf-a)4-t(<n r -a)*3 

+7^3 WrfX -?)» 4- 3C(dX-Çy(JY- v)+etc. ] 4- etc. , 

h = 7^ (RdX‘ -h aSdXdY 4- TdY‘) 

4“ , 3 ( Ai/X ! 4“ 3B</X“t/V 4* etc.) 4* etc. , 

doivent être identiques, il faudra que les infiniment petits du 
même ordre soient identiques dans les deux valeurs; car, sans 
cela , la différence de deux infiniment petits d’un ordre n quel- 
conque étant toujours plus grande que la différence ou la somme 
d’infiniment petite des ordres n 4- 1 , , ces deux diffé- 

rences ne pourraient plus se détruire, en retranchant l’une de 
l’autre les deux valeurs de h. 

On aura donc séparément. 

(r — RyX‘4- *(s—S)dXdY + (t— T)cfY* = o, 

(a — A )dX* 4- 5(6 — B)(/XVf¥-+- 5(>— C)(rfXcfY*4-(«f— D)tTP=o , 
etc. . . . jusqu’à 

(/u — M)<fX"4- m(y — N)dX m ~'dY 4- etc.. . . sa=o. 

1 1 
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Mais dX et dY sont entièrement indépendantes l’une de l’autre; 
il faudra donc qu’on ait séparément 

r — R = o, i — S = o , t — T = o, 

a . — A = o , G — B — o , y — C = o, J' — Df=o, 

et ainsi de suite, jusqu’à l’ordre m 

fi — M = o, t — N = o, etc. 

Or , par le principe fondamental de la théorie des contacts des 
surfaces, on sait que quand les coefficients différentiels des équa- 
tions de deux surfaces (ces équations résolues par rapport à la 
même ordonnée), quand, dis-je, ces coefficients différentiels sont 
les mêmes jusqu’à l’ordre/» inclusive ment, les deux surfaces ont 
entr’elles un contact de cet ordre m ; c’est-à-dire, que toute autre 
surface qui n’aurait pas avec l’une des deux premières un contact de 
ce meme ordre m ou supérieur, ne pourrait pas, à partir du 
point d’attouchement, passer entre celle-là et l’autre surface. Nous 
pouvons donc conclure que le théorème énoncé au commence- 
ment de cet article, est vrai dans toute sa généralité. 

ARTICLE IV. 

Osculation des courbes tracées sur des surfaces qui sont en 
contact suivant une ligne quelconque. 

Nous allons démontrer généralement ce premier théorème. « Si 
deux surfaces (S) et (2) ont en commun toute une ligne courbe 
suivant laquelle elle» ont un contact de l’ordre m , las deux sec- 
tions Élites dans l'une et dans l’autre surface, par un plan tangent 
à cette courbe, auront entr’elles un contact de l’ordre m+ i, 
au point qu’elles ont en commun sur la première courbe. » 
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U»* mémoire Soient, en effet, les équations de ces deux surfaces 

(S).... z = <p(x, y), 

(*)•••• z = 4(*> /)• 

Leur développement donnera 

[S]. . . z-f-</z=p 4- pdx-+- qdy 4- ^ ( rdx‘-\- asdxdy+ tdy' ) 4-etc. 

[2]. . .z+dz=>\,-bp'dx+q'dy‘\- d-^(i J dx'-+-is'dxdy+t’dy‘)-\-<&\.c.-, 

Les deux surfaces ayant évidemment en commun la courbe de leur 
contact, nous aurons les équations de celte courbe, en disant 
simplement que (S) et (2), ou [S] et [2] existent simultanément. 

Si nous retranchons [2] de [S], z et dz disparaîtront, et nous 
aurons pour la projection horizontale de la courbe de contact , 
l’équation 

(c). . .o—+{pdx -f- qdy) 4- 7-^ ( rdx‘+ asdxdy+ tdy ‘ ) 4- etc. 

— (p'dx+q'dy) — ~ (r'dx'-has'dxdy-i-l'dy') — etc. 

Or, les deux surfaces ayant dans toute l’étendue de cette courbe 
un contact de l’ordre m , les coefficients différentiels correspondants 
de [S] et [2] sont égaux jusqu’aux termes de l’ordre m, dx ”, 

dxr~‘ dy, etc ; par conséquent tous les termes inférieurs à la 

dimension m-+- 1 , se détruiront mutuellement dans l’équation (c). 

Les termes de la plus haute dimension qui s’entre-détruiront 
seront donc de la forme 

(M — M') rfx"4-m(N — N' ) dx“~'dy 4- etc = o. 

J’observe maintenant que si , du point x , y, z pour lequel on a 
cette équation de condition, nous passons au point infiniment 
voisin, toujours sur la courbe de contact dy=/cdx, la même équa- 
tion de condition ne cessera pas d’avoir lieu ; mais alors M, Ni . 
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M', N'. . . deviennent M-ft/M , N+dN , . . . , M'+rfM', N'+dN', ... : u™ mémoire. 
donc il faudra qu’on ait généralement 

d [( M — M' ) dx" + m (N — N' ) rfx*- 'dy + etc.] = o, 
équation qui , développée , se présentera sous la forme 
( P— P' ) rfx~~+(m+i) (Q— Q') dx-dy +etc.+(V— V') dy'*' =o. 

Or, cette dernière équation n’est autre chose que la différence des 
deux termes de [S] et [2], coutenant les dx et dy , à la dimen- 
sion m + i ■. nous supposons toujours dy = kdx. 

Actuellementcouponslesdeux surfaces par un plam/z=Adx-f.Bd/; 
nous aurons pour projection horizontale des deux sections , 

J V É! v*; v ' ' ■iÿj i '.' ■ 

Kdx + Bdy = pdx 4- qdy 4- ( rdx‘ 4- tsdxdy 4- tdy' ) 

+...4-Mdx"4- etc., 

Kdx -f- B dy = p'dx +,q'dy + ( ddx' 4- as’dxdy + tdy' ) 

-j-...4-M'dx4- etc. 

Ces deux courBes ayant leurs coefficients différentiels correspon- 
dants égaux jusqu’à l’ordre m inclusivement, ont évidemment 
entr’elles un contact de ce même ordre m. 

Si de plus nous supposons que le plan coupant dz — Kdx 4- B dy 
soit tangent à la courbe de contact, représentée par dy = kdx , 
il suffira de dire que les trois équations 

dz = Kdx 4- Bdy , 
dz = pdx 4- qdy , 
dy — kdx 

ont lieu simultanément. 9 

Et alors , non-seulement les termes de l’ordre, m seront respecti- 
vement égaux dans les deux équations ci-dessus , mais aussi la 
somme de tous ceux de l’ordre m 4 - 1 5 puisque l’hypothèse 
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«” mémoire dy — *<&c nécessite l’équation 

(P-P')</*~- +(ro+i ) (Q— Q ') dxrây +. . . .+(T— V) dy-*'= o. 

Donc leç deux courbes tracées sur (S) et (2) par un plan coupant , 
tangent à la ligne de contact de ces surfaces, ont entr’elles un 
contact d’un ordre immédiatement supérieur à celui même des 
deux surfaces. 

En suivant toujours cette marche , nous ferions voir avec une 
égale facilité , que si nous coupions les surfaces (S) et (2) par 
un plan osculateur de leur courbe de contact , les deux sections 
auraient entr’elles un contact de deux unités, supérieur à 
celui du contact des surfaces. 

Et généralement que si deux surfaces (S) et (2) ont , suivant 
toute l'étendue d'une courbe , un contact de l'ordre m , lors- 
qu’on les coupera par une troisième surface (f) , ayant avec 
celle courbe un contact de l'ordre n en un point , les deux 
sections auront entr’elles , au même point , un contact de 
l’ordre m + n. 

. ARTICLE V, . 

Rapports généraux des sections normales aux sections obliques 
faites dans les surfaces. 

La méthode que nous avons suivie jusqu’ici , va nous offrir le 
moyen le plus simple , peut-être , qu’il soit possible de trouver , 
pour déterminer les rayons de courbure des sections obliques ou 
normales faites dans les surfaces, elles rapports qu’ont eutr’eux 
ces divers rayons. 

•Reprenons, pour cela , le développement complet de l’cquation 
d’une surface quelconque 

[SJ. . . . dz~pdx -h qdy 4 - (rd : P + a sdxdy -f- tdy‘) 



a 
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Supposons , ce qui est toujours permis , que p ss o et q = o , 
c'est-à-dire , que le plan tangent 

Z-z=/>(X-x) + ?( Y-y) 

au point x , y , z, que nous allons considérer , soit parallèle au 
plan des x , y ; nous aurons simplement 



[ S] . . . . dz—~( rdx'-\- 2 sdxdy 4- tdy') 



Maintenant , soit dy = ^.’dx l’équation d’un plan vertical quel- 
conque, mené par le point x,y, s. En mettant dans [S], 4 dx au 
lieu de dy, nous aurons en dz et dx une équation qui appartien- 
dra à la section normale faite par le plan dy = ^'dx, ou plutôt 
à sa projection sur le plan des x et z : celte nouvelle équation sera 



(c'). . . .dz =“ (r-+- a$ 4 ' + ty‘)dx* etc... . , 



dans laquelle il est évident que le coefficient différentiel du pre- 
mier ordre ^ est nul, et que celui du second est r+*s^'+P\' , - i 

donc, d’après ce que nous avons démontré dans l’article II de 
ce Mémoire, le rayon de courbure de celte projection est, au 
point x, y, z, 

— I 

r r 4 - «4' + «V* 

Pour avoir l’équation de la courbe elle-même, rabattue sur le 
plan des x et z, en la faisant tourner parallèlement à l’axe des z, 
les z ne changeront pas, et les nouvelles X seront les droites 
memes, dont les anciennes sont la projection. 

Reprenons donc l’équation dy = ^'dx dn plan vertical qui con- 
tient ces droites X ; le rapport de chaque horizontale X avec sa pro- 
jection sera évidemment donné par ces égalités 

•JX^ dx-4-jy- 
dx* dx* * ” T 1 



\ 
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donc dx‘ = ~-rr:- 

i -f- 4 

En substituant celte valeur dans l’équation (d) de la projection 
de la courbe , il vient pour équation de cette courbe même , 

(c) . . . . dz = ^ (r + 3*4'' + 4'*) 7^. + etc. . . . 

Donc p étant le rayon de cette courbe au point que l’on considère, 

P = ’ d ’ où ++'*) ’ 

résultat qui peut être ainsi traduit en langage trigonométrique : 
u Au point où la normale d’une courbe quelconque est parallèle 
au plan de projection , le rayon de cette courbe est égal à celui 
de sa projection, divisé par le quarré du cosinus de l’inclinaison 
du plan de la courbe sur le plan de projection. » 

Nous obtiendrons avec une égale facilité, pour cette courbe, 
le rayon fl' de la projection (c"), laite sur le plan des y', z. 

Pour cela , dans l’équation [â] nous mettrons pour dx sa valeur 
dy, et nous aurons 

(«")••••<& = 777 (r -4- 3*4' & + etc.. ; 

donc p ' = f + ^ frp. j “ai 3 P — r aj 4,' « 4.'* ■ 

donc aussi f>'4- p" = ^ + -$y. ; 

or cette valeur est précisément celle de p. 

Donc enfin, on a généralement l’équation 

P = P' + P", 

c’est-à-dire que le rayon d’une courbe quelconque est égal à 
la simple somme des rayons des deux projections de cette 
courbe sur deux plans parallèles « ce rayon , et d’ailleurs à 
angle droit 
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On pourra donc Elire tourner ccs deux plans orthogonaux, autour n«« mémoire 
d’un axe parallèle à la normal au point que l’on considère; et, 
a dans l’infinité de positions que ces deux plans prendront, la somme 
des rayons des deux projections ne cessera pas d'être la même, 
et égale au rayon de la courbe projetée. » 

Passons maintenant à la détermination des rayons osculateurs 
des sections obliques , en fonction des rayons des sections 
normales. 

Le plan tangent au point x, y, z, que l’on considère sur la sur- 
face (S), étant toujours pris pour le plan des x, y ; nous pou- 
vons, de plus, supposer que la tangente à la section oblique 
ou normale, est un des axes, celui des y, par exemple; puisque 
cet axe peut être pris à volonté. Alors l’équation de la section 
normale, dont le plan devient celui des y, z, est donnée par 
cette condition 

dx = o. 



Le développement [S] se réduit donc à 
(c).... dz^-^tdy'-h^ 



etc. . 



donc le rayon de cette section normale est , au point place sur 
l’axe des x , 

1 

Soit maintenant dz = Odx l'équation du plan de la section 
oblique qui passe par l’axe des y, et qui par conséquent est tan- 
gente à la section normale. 

Si nous rabattons la section oblique sur le plan des x, z, autour 
de l’axe des x, la nouvelle Z sera égale à la première x 

donc on aura z= + ct l’équation (c) de la section nor- 
male deviendra celle (c') de la section oblique 

w- • •• t/(.+8 -) = -tïï id y' ■+• rxa etc — • ; 

12 



> 

m 



• * 

* 
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U» MÉMOIRE, donc 

z = 7^ ty { ï + + 7^3 etc.. 

Donc le rayon f‘ de la section oblique est , au point que Tou 
considère, 

P= ïv7(î+F)’ donc p = p V('+s*)’ 

Or, „ ^ -p j-j cst ' e 8 ' nus <le l’ongle formé par le plan de la 

section oblique avec le plan de la section normale. Donc, enfin, 
le rayon de la section oblique est égal au rayon de ta section 
normale , multiplié par le sinus de l’angle formé par le plan 
de ces deux sections. Beau théorème que Meusnier a trouvé le 
premier par des moyens particuliers, 

Nous pourrions également démontrer, dès à présent, tous les 
théorèmes d’Euler sur la courbure des surfaces ; mais nous pré- 
férons de le faire après avoir exposé les principes qui servent 
de base à la seconde partie de ce Mémoire. 

§ II. 

THÉORIE DES TANGENTES CONJUGUÉES. 

ARTICLE PREMIER. 

Équation des tangentes conjuguées. 

Ce Mémoire , comme son titre l’indique , est spécialement des- 
tiné à développer la théorie des tangentes conjuguées ; à montrer 
comment cette théorie peut conduire à la connaissance de tous 
les éléments de la courbure des surfaces; de toutes les variétés 
que c ‘/(courbure présente, et de scs propriétés générales ou 
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particulières : à faire voir , enfin , comment la même théorie , par 
ses équations fondamentales , peut conduire immédiatement à la 
connaissance des familles de surfaces dont la génération dépend 
d’éléments du second ordre, c’est-à-dire, seulement d’éléments de 
la courbure des surfaces. 

Il importe donc de commencer par nous former une idée précise 
de ce que nous appelons tangentes conjuguées : l’analyse ensuite 
nous fournira leurs équations , et nous conduira jusqu’à chacun des 
buts que nous venons de nous proposer d’atteindre. 

Si l’on conçoit qu’un plan, d’abord tangent à une surface quel- 
conque , se meuve sans cesser de la toucher , il engendrera par 
ses intersections successives , une surface développable. Deux plans 
immédiatement consécutifs, se couperont suivant une ligne droite, 
arête de cette développable; or, cette arête (première droite) aura 
toujours un point de commun avec la courbe de contact de Ja 
surface dcveloppable et de la surface générale : concevons en ce 
point Ja tangente à leur courbe de contact. Nous aurons àinsi 
deux lignes droites tangentes à la surface générale , au même point 
de contact; en les considérant sous le point de vue de leurs rapports 
mutuels, nous les appellerons tangentes conjuguées. Trouvons 
donc lcquatiou des tangentes conjuguées. 

Soit di — pdx -4- qdy l'équation dillércntielle du premier ordre 
d'une surface quelconque. L'équation de son plan tangent sera 

(*)•••• Z — z=p(X — x)+ ç (Y— y). 

X, Y, Z étant les coordonnées courantes du plan, et x,y, z 
celle du point d’application. Concevons maintenant que ce point 
d'application x, y , z puisse varier de position, et prenne succes- 
sivement toutes les positions dont il qst susceptible, lorsque sa 
projection sur le plan des x,y décrit la courbe 

(a).... y = f (x). v%. 

‘ •wJ . . -.. 

’jvr.- TT» 
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MÉMOIRE. On sait que le plan (1) formera, par scs intersections succes- 
sives , ainsi que nous venons de le dire , une surface développable 
déterminée fD) : c’est cette développable que nous allons d’abord 
considérér. 

Lorsque le point x, y , z varie infiniment peu sur la courbe (a), 
le plan(j) prend une position infiniment voisine de la première, 
et l’on sait qu’alors l’intersection de ces deux plans consécutifs 
est une des arêtes rectilignes de la surface développable. 

Déterminons l’équation de cette arête : x ,y , z devenant x-\-Jx, 
y+dz, z-f- dz, l’équation du plan (i) , lorsque X, Y, Z ne va- 
rient pas , donne 

— dz= — pdx — qdy +dp(\ — x)+ dq( Y — y ). 

Or, x,y, z est le point d’application sur la surface à double cour- 
bure dont l’équation est dz = pdx +qdy : 

donc o z=dp(X — x) + dq{ Y — y) 

est l’équation des points communs au plan (1), et au plan infini- 
ment voisin. C’est l’cquation de la projection sur le plan des x, y 
de la droite intersection de ces deux plans. 

Mais comme p et q sont l’un et l’autre fonctions de x et y , on a 

dp = rdx •+■ sây , dq — sdx -j- tdy , 



valeur où -, s, - sont les coefficients différentiels du second 

a 7 1 a 

ordre de l’équation générale de la surface primitive. Leur substi- 
tution dans o = dp( \ — x)+ dq( Y — y ) donne 



X — x 



rdx -+• sd y 
idx + tdy 



O. 



Dans cette équation , ^ , exprime la tangente trigonomé- 

trique de l’angle formé sur le plan des x , y par l’axe des x et 
la 'projection de l’arête cherchée. Soit 4 * cette tangente , nous 



/ 
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dans laquelle dy , dx appartiennent à la courbe (a), j=p(x)qui 
donne immédiatement dy=<p'.dx, ce qui transforme l’équation 



4 1 rdx 4 - sJ y 



en <4'' -f 



r+s»' 



= 0, OU 



iy T ' r+lf/ 

(A)... r-f- s ( 9 ' + 4 1 ) ■+■ '■4’ = o. 

Telle est l’équation de condition qui lie cntr’elles les positions de 
l’arête de (D) , et de la tangente à la courbe de contact (a) de cette 
surface avec la primitive. 

Or , cette équation est symétrique en <p' en 4 ' : donc <p', au lieu 
d’appartenir à la tangente de la courbe de contact de (D) , peut 
appartenir à l’arête d’une nouvelle surface développable (D'),et alors 
4 ; au lieu d’appartenir à l’arête de la première surface développable 
(D) , appartiendra à la tangente de la courbe de contact de la seconde 
(D') : d’où résulte ce théorème général également applicable à toutes 
Ips surfaces possibles : 

« Que sur une surface de la forme la plus arbitraire , on conçoive 
une première surface développable (D) qui la circonscrive dans 
toute l’étendue d’une certaine courbe c ; ensuite une seconde sur- 
face développable (D 7 ) qui la circonscrive pareillement dans toute 
l’étendue d’une courbe quelconque c' ; si au point P placé à la fois 
sur les deux courbes de contact , l’arête de ( D ) est tangente à la 
courbe c', lieu des contacts de (D'), réciproquement, l’arête de (D') 
passant par ce point , est tangente à la courbe c, lieu des Contacts 
de (D) sur la surface générale. Ces deux droites, réciproquement 
arêtes et tangentes , sont celles que nous avons nommées tangentes 
conjuguées par rapport aux surfaces quelconques.» Nous offrirons 
encore d’autres raisons de cette dénomination. 
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ARTICLE IL 

Application aux lignes de courbure des surfaces. 



Lorsque les tangentes conjuguées deviennent réciproquement 
orthogonales , nous savons qu’au point de leur intersection elles 
sont tangentes aux lignes des courbures principales de la surface 
( I" Mémoire , § IV) , et nous ferons voir dans l’article IV de ce § , 
la légitimité de cette assertion : maintenant il nous suffit d’appeler 
lignes de courbure, celles qui partout sont dirigées tangentiel- 
lcincnt aux tangentes conjuguées orthogonales : l’expression diffé- 
rentielle qui donnera la condition d’orthogonalité de ces tangentes , 
sera donc l’équation différentielle même des ligues de courbure. 



Soient 



a (Z — z) + X — x — o, 
b(Z—z) + Y—y = o, 



et 



a' (Z — z)+X. — x=<i, 
b' (Z — 2) 4 - Y— y— o, 



les équations des deux tangentes conjuguées projetées sur les plans 
des x, z et des y, z. • 

En conservant les notations <p et de l’article précédent, on 
aura évidemment 





4 - 



Maintenant les deux tangentes conjuguées devant être l’une et 
l’autre sur le plan tangent, 

Z — z=p(X— x) + q(Y—y ) , 

on a d’abord 



1 + ap + bq = o , 
1 +a'p-\- b'q= o, 



<*) Pour ne pas trop charger nos formules par des accents , nous mettrons 
à l’avenir 9 et ^ simplement ponr désigner les tangentes trigonométriques jus- 
qu'ici désignées par et A/ . Alors nous aurons 

dy = f <£r , dy^^dx, au lieu de dy = $'dx , dy = ÿelx. 
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et parce qu’elles sont à angle droit, il faut encore qu’on ait 
1 4" qu' -f- bb' = o. 

Or, ces trois équations donnent immédiatement 

■ bb' -f- ( ap 4- bq)(a'p 4- b'q) = o , 



9 5 



aa 






ou 



. bV 
1 ^ ô 7 



■(p + U)(p+i9} = °, 



ii"* 'MÉtonte. 



équation qui , par la substitution de p et 4 P our £ et ~ , de- 
vient, en ordonnant convenablement les termes, 

(B). ... î +p* + pq (<P 4- 4) "+■ (r 4-?*;^4 =0 > 

c’est la condition pour que deux tangentes conjuguées, représen- 
tées en direction par <p et 4> soient réciproquement orthogonales. 
Celte équation appartient donc elle -même aux lignes de courbure. 

Donc les lignes des deux systèmes de courbure sont données 
en <P et 4 par deux équations, l'une (A) , exprimant seulement 
qu’elles sont dirigées suivant des tangeutes conjuguées, l’autre (B), 
qu’elles se croisent à angle droit. Rapprochons ces deux équations. 

(A) .... r4i (?4-4) - 1 -/i P4 =::0 > 

(B) .... 1 -hp‘•^-pq(p-t-^|,)-^-(l-+-q• )p-J. =0 . 

Si nous faisons î +p‘= r', pq = s', î -f q‘= t', l’équation (B) 
sera d’une forme entièrement semblable à l’équation (A) , c’est- 
à-dire que r et r’, j et s', t et f, y? entreront absolument de la 
meme manière. 

Il est d’ailleurs évident qu’il n’entre que des fonctions symé- 
triques de 9 et 4 dans 

(A) . ... r + s (ç 4- 4) 4- *?4 =: °» 

[B] , . . . r 1 4- s?(<p 4*4) "f* — o. 

Si donc nous voulons obtenir une équation unique qui embrasse 
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à la fois, les deux valeurs ^ de <p et 4 J en prenant leur somme 
simple et leur produit, nous aurons t#) 

(r— /t 



$>• 



(s — s't 1 
<r—/s 



“ T 6— J < * 

donc , d’après le thc'orèmc connu sur les coefficients des équa- 
tions , 

[C] •••(£)' + È (t'r- r't) + (s'r — = o 



est l’équation unique des lignes de courbure. Si, en effet, nous 
remettons pour r ', s', t’ leurs valeurs i+p‘, pq, 1+5% nous 
aurons 

( c )- • • (s)*K '+q‘)s—pqt]+ % [(1 +q‘)r— (1 +p‘)t] 

+ pqr — (1 +/>*) s = 0, 

équation identique avec celle donnée par Monge, feuille 19' d’Ana- 
lysc, appliquée , et auparavant dans un Mémoire sur les déblais 
et remblais. (Mém. de l’Acad. des Scienc. de Paris pour l’année 1781.) 
C’est aussi ce qui devait être , puisque nous avons adopté les 



<*) Autrement : Pour séparer p et 4>, on observera que les équations (A) et 

CB] peuvent être mises sous la forme 4* + ~ "t~ / = o , ^ -f- r /-r7 = 0 * 
ce qui donne immédiatement 



équation qui donnera pour racines les deux valeurs ^ et ^ correspondantes à chaque 
point, et qui sera elle-même l’équation différentielle des lignes de courbure, en 
dy . 

supposant que p = -f~ , soit l'équation différentielle de la courbe touchée cons- 
tamment par une des tangentes conjuguées orthogonales : cette courbe est dans ce 
cas-ci , une ligne de oourbure de la surface que nous considérons. 
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désignations par lesquelles ce géomètre a représenté les coeRicients u>< mémoire. 
différentiels qui en sont les éléments. 

On peut mettre l’équation des lignes de courbure sous cette 
forme très-élégante, (C). . . 



Pour découvrir l’analogie des trois cocllkieuts de cette équation, 
écrivons ainsi les trois rapports : 



Les différences a' — 3% 1 "— 3', 3' — a', multipliées respec- 
tivement par les r, s, t qu’elles contiennent , seront les trois 
coefficients cherchés. 

11 est plus utile qu’on ne pense, de donner aux. résultats ana- 
lytiques une forme symétrique et facile à retenir : celle-ci est d’au- 
tant plus remarquable que , tout en soulageant la mémoire , elle 
rappelle entre les r, s , t et les p , q , une analogie qui se 
présentera souvent, et dont la considération nous sera d’une grande 
utilité. 

On voit par la marche que nous avons suivie, qu’on peut éga- 
lement représenter le système des deux lignes de courbure , par 
une équation unique, 



(£)‘ K 1 — PÇt] K» +9*J r — (i4-75‘) t ] 




ou plus simplement 





r 

j, g- • jM-rt » 



»5 




. ...• . . 
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* 



OU 



ra- &K - 0 «+ 1 C—t) »+Ç - 7 ) »- ». 



et par le système très simple des deux équations 

(A) .... r+s(? + 4) + /i?4 ==0 j 

(B) i-H>*-H b ?(P + -'I') + ( 1 -H , )H= 0 j 

ou 

(A) . ... r -f- s (ip 4) -+- f?4 — °> 

[B] .... r'-f- s'(Q +4) +*’ l ?4 — °- 

Dans ces dernières équations, <p et 4 représentent sur le plan 
des x , y, des tangentes trigotiométriques appartenant à la direc- 
tion des lignes de courbure. Ces dernières équations ont l’avantage 
de présenter isolément les relations de <p et 4 avec les éléments 
du premier ordre p, q, et avec ceux du second r, s, t-, de ma- 
nière que lorsqu’on n’aura besoin de connaître qu’une seule rela- 
tion entre p et 4> on pourra choisir celle de ces relations qu’on 
voudra , suivant que les éléments du premier ou du second ordre 
seront plus ou moins avantageux à employer. J’ajouterai , enfin , 
que toutes les fois qu’il s’agira de déterminer des relations quel- 
conques entre les lignes de l’une et de l’autre courbure , il sera 
plus facile et souvent plus élégant de se servir du système de ces 
équations, que de comparer entr’elles les valeurs radicales de 
l’équation générale (C) qui embrasse à la fois les lignes des deux 
systèmes de courbure : c’est ce dont nous présenterons plusieurs 
exemples. 

ARTICLE III. 



Des rayons de courbure des surfaces et de ceux de leurs 
sections normales. 



Pour déterminer sur la surfe ce quelconque (S) ayant pour équa- 
tion du premier ordre, dz=pdx + qdy , le rayon oscillateur 
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d’une section normale quelconque" au point * , y , z ; en appelant ii«* mémoire. 
x y', z! les coordonnées du centre de courbure , et f la gran- 
deur du rayon , nous aurons d’abord 



r'=(x—x’y+(y—yy+{i—z'Y- 
Mais le rayon f est dirigé suivant la normale de (S) au point 
X, y , z ; il faudra donc que ses extrémités ou les points x , y , Z 
et x', y', z 1 soient l’un et l'autre sur cette normale , dont les 
équations générales sont 

x — X + p (z — Z) = o, 
y — Y ■+■ q (z — Z) = o, 

X , Y, Z étant les coordonnées courantes ; x,y ,z celles du poiul 
d’application sur (S) : donc nous aurons entre x , y , z et x', y', z' 
les deux équations de condition , 

x — x' 4- p ( Z — z') — O, 

y —y + ? U — *) =t.°> 



d’où 

/’ = ( z — z')* ( i + 2*) et /=(z — z') y/(i+p‘+q‘- } 

faisant donc a= ^(î — P'~h 9*) > on a 
f = *(z — z'). 

Marchons maintenant sur la surface (S), dans le sens de la section 
normale que nous ' considérons et pour laquelle ^ = 4- 

x, y, z variant infiniment peu de grandeur, le rayon /> et les 
coordonnées x',y, z’ du centre de courbure ne varieront pas : donc 
la différentielle de / ou de /* sera uullc , ce qui donne pour différen- 
tielle du premier ordre , à cause de dy = 4<fx i d'y = 4 >’dx‘. 

o=x-x' + {y—y')-\+(z — z')(p+q-\),' 

et pour différentielle du second ordre , 

o= r-4-4* + (P + 1 4 )* + (z— •z')(r-l-as4+f4*). 



1 

I 






1 



■ 
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n»* mémoire, en observant que les deux termes (y — y') 4' + (z — z' ) q-i/ 
s’évanouissent d’eux-mèmcs en vertu de l’équation de condition 
y — y ' + S ( z — :') = o. Ona donc immédiatement 

, , i +p* + a pql -K i 4- 

r ■+- + t'I* * 

ou bien , en reprenant la notation /, s', f que nous avons déjà 
employée , 

_( / + 2 S'Ï + 

Z Z — r + + «+* ’ 

et par conséquent, 

* r _ _ Z + a^ + t^ 

" r * 4 * 2 * 4 * -f- sè* * 

équation où 4 > comme' nous l’avons dit, est la tangente trigono- 
métrique de l’angle formé par l’axe des x et par la projection , sur le 
plan des x , y, de la touchante de la section normale que nous 
considérons. 

A présent, comparons ce rayon de courbure avec celui de la 
section normale qui passe par la tangente conjuguée à la première 
tangente, et conservons aux signes 4 e t 0 l’expression que nous 
leur avons donnée jusqu’ici. 

(A).... r-f-s (<P + 4) + f P4' = ° 



est, comme nous savons, l’équation de condition à laquelle deux 
tangentes au même point de la surface (S) , doivent satisfaire pour 
être conjuguées. Nommant P le rayon de la section normale cor- 
respondante à p , nous aurons évidemment 

p ■'-t-aiUiV 

r ' r-t-ajf-t-tf’ 



Demandons-nous quelle doit être la valeur de P-f- f , somme 
des rayons / et P de deux sections conjuguées ? Elle sera d’abord 




Z -I- as'4- -f- f’v' 
r+ + <+* 



+- 



/+su'9 + t>* N 
r+a>f +tf j 



r 
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Réduisons les deux fractions du second membre au même déno- if™ mémoire 
mmateur; et pour le faire avec plus de simplicité , observons 
d.ftord quen retranchant de chaque dénominateur la quantité . 

r-+- *(0+4) + 44 = o, on n’en change pas la valeur. Mais 
alors ils deviennent , le premier , 

s (4 — <p) + *4(4 — <p) — (4 — ?)(•* 4 - * 4 ) > 
le second, (<P — 4)(i-M*>). 

Réduisant tout au même dénominateur, nous aurons 



</±*S± (i+%1 — (/+ nj'f, + t'f>) (j 4. ,4,) 

(ï+'ïxî+iÿj ■ 



Développant les produits du numérateur, et supprimant les termes 
•+■ l's—r's -f- as'^ç — as'tip ^ , qui se détruisent, on a 

t% p 4 - as* s .4 4* <'*. 4 ' 4 - ^ 4.4 
— r't.-J. — as's.ip — f'j.p* — 

Divisant par p — 4 =— (4 — p), qui disparaîtra des deux termes, 
il vient 

r7 — as's - tls(<p 4-4)4- ^4], 
ou r't-as’s + t'r, 

puisque l’cquation (A) donne s (<p 4- 4) 4- ^ 4 , = _ r . 

Donc le numérateur de p4-P se réduit simplement à 
«(r7 — as's + t'r); 
et de même le dénominateur 

( s + '4) (*+19) = + 1 [s (<p + 4) 4- /<P4] = J. _ rt) 

OU — (rt — S*): 

donc enfin , 

P 4 - P = — a // ~ a *' J +‘‘ r 
r ‘ rt — j* > 

ou, en développant, 






ZI 



f4-p- (■+P , )'-gWf4-(» + q‘V 

r<— j* 
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DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE, 
ii»* mémoire. On observera que cette valeur de p + P est indépendante de 
<p et 4> d’où résulte cette propriété générale des surfaces: La 
■ somme des rayons de courbure des diverses sections normales 
d’une surface quelconque , conjuguées et prises deux à deux, 
est pour un même point de cette surface une grandeur constante. 

Les rayons de courbure de la surface même , appartenant aux 
sections normales faites suivant les tangentes conjuguées récipro- 
quement orthogonales , il s’ensuit que la somme des rayons de 
courbure des sections normales conjuguées est une constante 
égale à la somme des deux rayons de courbure de la surface, 
au point que l’on considère. C’est, comme on voit, une équa- 
tion du premier degré, entre les deux rayons de courbure d’une 
surface en chacun de ses points ; et cette relation est par consé- 
quent d’un ordre encore plus simple que celle qui réunit les tan- 
gentes conjuguées et les lignes de courbure ; puisque les équations 
(A), (B) dé ces lignes sont l’une et l’autre du second degré 
en <p et 4- 

Si nous voulons que p et P ne soient pas seulement les rayons 
de deux sections normales conjuguées, mais qu’ils soient particu- 
lièrement ceux de courbure de la surface, il faudra que ?> et 4 
soient alors lic8 entr’eux par les relations qu’établissent les 
équations (A) et (B) des lignes de courbure. Pour cela, il faudrait 
généralement prendre les valeurs de p et P en <p et 4 .» supposer 
entre ces deux dernières grandeurs les relations données par les 
équations (A) et (B) ; lés éliminer de ces quatre équations , ce qui 
donnerait d’abord les valeurs radicales de p et P : en faisant en- 
suite disparaître les radicaux, on s’élèverait à l’équation unique 
qui contient les valeurs simultanées de p et P comme racines. 
Mais cette opération effectuée ainsi, jetterait dans de trop longs 
calculs , et l’on peut parvenir au même résultat par une voie moins 
pénible : la voici. 



« 
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Comparons d’abord les valeurs de (p), (P) ; (A) et (B). 

(p)- 

•/p\ p— r' + as> + <V 
\ • r+ 9iv -f- l'J'* ’ 

[B] . . . . o = r' -f- ( p + 4 ) -+■ t'9 4 > 

(A)jy • . o = r 4- s ( p ■+• 4- ) ■+■ t<p-\. 

A la seule inspection de ees valeurs ainsi rapprochées, on voit 
que les numérateurs de / et P se déduisent de leurs dénomina- 
teurs , comme l’équation (B) sc déduit de l’équation (A). Il suffit , 
en effet, dans l’un et l’autre de ces cas, de changer r' en r, s ' en s, 
t' en t. Mais en cherchant la valeur de / -+- P , nous avons vu 
que les dénominateurs de / et P se réduisent, au moyen de l’équa- 
tion (A) , à 

(4 -*)(* + H) et (*— 4) (* + <*)■ 

Donc, au moyen de l’équation [B], leurs numérateurs sc rédui- 
ront à 

(4 — *)(*'-M'4) et (*— 4)(i'+/». 

Les rayons f et P , lorsqu'ils sont les rayons de courbure , 
prennent donc d’abord cette forme très-simple , 



r.] — a .‘- (*) 

L/J — “• J + > 



[P] = 



*■> + '?■ 



^ Si 1 on observe que les équations (A) et £BJ peuvent être mises sous la 
forme 

(A). ... r+st + (s + hi)t = o, 

CB]. ... r + (j'-f. rVJ>) p = o , 

on verra que , de même C+lî. = r L±Jii . 

Donc aussi les deux rayons de courbure de 1a surface peuvent être présentés 
tous cette forme 

^ [P].., p = 

r + *v - r + s p 
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iiw mémoire Ces valeurs développées donneront 



r.-i - w + (« -M*)4- 

[/l — *• t+tî » 



[P] = - 



P<t + ( 1 + <?*) t 
t + tf 



Maintenant, pour obtenir une équation unique qui donne simul- 
tanément les valeur» [/>] et [P] , comme déjà nous en connaissons 

. . „ (r — as't-b/t 

la somme /+1 = — a. — . 

Nous n’avons plus qu’à chercher la valeur de leur produit /P. 
Or , rt — s* est le produit des dénomiuateurs : donc — s')‘ 

est celui des numérateurs. Donc enfin, 



/ P = 





Ainsi le système des équations qui font connaître les rayons 
de courbure est 



[I] .... / + P = 

[II] — f* = 



( i -h?*) r — apg.j-t-Q 
rt — i* 

ce* 

rt — s % ' 



Donc l’équation générale des rayons de courbure est , en appelant 
R la racine commune, 

(rt—s‘)R‘+ [(i +p') t— apqs+Ç i + ?*) r] t/(i +/>*+ Ç*) ■ R 

Monge a désigné rt — s‘ par g, (î +p')t — apqs+( i + g*) r 
par h, et \/( î -f p‘-\- g*) par k , et il a obtenu ^R*-f- //ÀR-f-À 4 =o, 
pour équation aux rayons de courbure : l’idenlitc de ces résultats 
est évidente : cette équation peut être mise aussi sous la forme , 
R* (rt — s') -f- R( rt 1 — an'+ tr') (r'C' — î'*)‘ +•( M — s , ‘) = o. 



«ïn effet, on a tY — j'* = ( i + p' ) ( t -f q‘) — p’q'= 1 + p' + <p. 
Or«=k'(i+p*+<7’). 
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Les reflexions que nous avons présentées en parlant des équa-. 
tions des tangentes conjuguées et des lignes de courbure, sont 
également applicables ici , où nous faisons entrer séparément 
dans nos calculs les rayons de l’une et de l’autre courbure, 
comme ceux des deux sections normales conjuguées. Ainsi nous 
en tirerons les mêmes conséquences sur les avantages que pré- 
sentera l’emploi de ces équations, clans l’analyse des surfaces dont 
les courbures sont liées entr’elles par une loi quelconque. 

Avant de terminer cet article, nous ferons remarquer une fonc- 
tion symétrique des deux rayons de courbure [y] et [P], dont la 
considération est très-importante Puisque 

m.../ + p = - 

« [U] = 

f 4- p ( I -f g' ) r — a pqs + ( I -t- p») t 1,1. 

f P «’ “p"* - ** 

C’est la somme des valeurs inverses de [y] et [P]. 

On aurait pu, d’ailleurs, tirer immédiatement la valeur i -f- 1 

de l’équation du second degré en R dont les racines sont / 

et P; car, en y mettant ~ pour R , on aurait eu pareillement pour 

second terme réduit, et pris avec le signe moins, 

(i jggi+li 

p > 

c’est la somme des nouvelles racines - + L 

r r 

ARTICLE V. 

Du plus grand et du plus petit rayon de courbure des surfaces. 

Nous connaissons déjà la limite qui sépare les deux courbures 
d’une surface courbe; mais nous ignorons encore quelle est, pour 

i4 
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H»* mémoire, «chacune d’elles, la seconde limite de cette grandeur; celle qui , 
par exemple, pour les petites courbures, présente la moindre des 
courbures; et qui, pour les grandes courbures de la surface , pré- 
sente la plus grande des courbures. Proposons-nous de déterminer 
ces valeurs extrêmes. 

Il est évident que ces courbures correspondent à îa plus grande 
et a la plus petite valeur que puissent prendre les rayons f et P 
des sections normales de la surface. Il faut donc que leur valeur 
, soit alors un maximum ou un minimum, et par conséquent, que 

leur différentielle, prise en passant d’un rayon on suivant, soit nulle. 

Or , le rayon d'une section normale quelconque est ( article 
. précédent ) , 



(p).... f 



/ + ai'4. + l'V 
r -f- a -t- ap* ' 



Donc df=o, pris par rapport à 4 , donne immédiatement 

( r'+ 2j'4 4 - 1’4’) (i+ 4 ) — (r-f- a$4 ri - ^4*) ( s ' *4) ==0 » 
d’où 

r* 4- sj' 4- 4- f 4*’ j' *4~ t'4' 

r -f- aitjc -f* " s -f- tÿ 

Mais le premier mcihbrc de cette équation , multiplié par — a , 
est la valeur du rayon de la section normale qui doit être un 
maximum ou un minimum w ; 

Et le second membre, pareillement multiplié par — a, est celle 
du rayon même de courbure de la surface ; c’est-à-dire , du rayon 
de la section normale dirigée suivant une des lignes que nous 
avons nommées lignes de courbure. Im. courbure de la surface 
est donc effectivement un maximum ou un minimum, suivant 
les lignes dites de plus grande et de moindre courbure. 



W Des deux valeurs ç et ^ qui correspondent aux deux sections normale* 
limites , l'une est un maximum quand l’autre est un minimum ; puisque leur 
somme est égale à celle des rayons de deux sections normales conjugées quelconques. 
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Dans l'article II de ce §, nous avons déterminé les lignes de 
courbure par leurs relations avec les tangentes conjuguée^ nous 
venons de les déterminer maintenant par leurs relations avec la 
^^trbure des sections normales , et nous rentrons ainsi dans le 
cercle des propriétés à qui elles ont dit leur dénomination. 

Et puisque nous avons fait voir que les directions des deux 
lignes de courbure qui se croisent en chaque point , sont constam- 
ment orthogonales , il faut en conclure cet admirable théorème 
d’Euler, qui a été pour la géométrie moderne la source des plus 
grands progrès : 

En chaque point d’une surface , les deux directions de plus 
grande et de moindre courbure sont constamment à angle 
droit. 



Mais c’est ici le lieu de foire connaître les autres propriétés de 
la courbure des surfaces, qu’ou doit à ce géomètre si fécond eu 
résultats heureux. 



. ARTICLE V. 

Démonstration de plusieurs théorèmes d’Euler sur la courbure ' 
des surfaces. 

Pour opérer avec plus de facilité , sans nuire d’ailleurs à la 
généralité des résultats , supposons que le plan tangent en x,y,z 
soit parallèle au plan des x , y : ce qui ne change rien à la forme 
de la surface ; alors nous aurons 

J £.=P= o, d’où <* = v/(l +p‘ + q‘)=l J 

et ensuite 
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I 1, s'z=pq = o, t’ = i + q‘ = i. 
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Donc enfin on a , pour le rayon normal quelconque , 

- ( f ) . — L+± 

\jJ T r -f- ajy -f- 9 

/ 1 \ 1 r + ju4- + t4-* ÉÊk 

et W”"?"' i+'t* • ™ 

Maintenant, à la place de la tangente 4> mettons la tangente 

d’une section perpendiculaire à la première, c’est-à-dire, — ^ , 
nous aurons un nouveau rayon />' qui donnera 

/ 1 \ 1 r 4 * — arj. -f t 

\?)”” 7 »+^* » 

et par conséquent 

! + £=-. (r+f). 

Mais ce résultat ne contient pas 4 ; donc la somme ~ + -r restera 

la môme pour toutes les valeurs qu’on pourra donner à 4 i il 
faut donc en conclure ce théorème général : 

Si deux sections planes sont faites à angle droit suivant la 
normale quelconque d’une surface , en divisant l’unité succes- 
sivement par les deux rayons oscu/ateurs- de ces sections , la 
somme des deux quotients sera constante dans toutes les po- 
sitions que pourront prendre les deux sections normales quel- 
conques. 

Passons à d’autres propriétés. Sans rien changer à la courbure 
de la surface au point x, y , z , non - seulement nous pouvons 
supposer p — o , q = o , mais aussi 5 = 0 . Puisque la transforma- 
tion générale des coordonnées orthogonales permet de disposer 
arbitrairement de trois grandeurs. 

Par cette nouvelle hypothèse, l’équation des tangentescoBjuguées 

(A).... r-J-s( ^-J-47+t?*4 ==t> > 
deviendra simplement 

r 4 - Iif4 ~ °- 
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Si maintenant on veut avoir les valeurs de p et 4 qui corres- u« mémoire. 
pondent aux deux directions des tangentes conjuguées orthogo- 
nales, c’est-à-dire, aux directions des deux courbures principales, 
leur orthogonalité exigera qu’on ait 1 <p-\ — Pour que cette 

équation n’implique pas contradiction avec r+tp-\ = o j il faudra 
que ?4 devienne de la %rme | (à moins qu’on n’ait r—t, cas 
particulier dont nous nous occuperons avec détail ). Ainsi p sera 
nul, et 4 infini. Mais p et 4 représentent ici, par hypothèse, ta 

direction ^ des deux courbures principales : donc lorsque s=o, 

les directions des deux courbures principales de la surface sont 
celles mêmes des axes des x et des y. 

Par l’hypothèse s = o , la valeur inverse du rayon d’une section 
normale quelconque devient 

* 1 — • 
W"" t 

tandis que la valeur inverse des deux rayons de courbure devient , 
en faisant tour à tour dans cette expression 4= ° et 4 = ï > 

[*>-'• El — 1 

Si donc nous observons que est le quarré du cosinus de 
l’angle formé par l’axe des x , avec la section dont p est le rayon; tandis 
que est 1® quarré du sinus de ce même angle; en le désignant 
par «, nous- aurons immédiatement 

*(7) == [?'] C08 ** + [«T] sin ‘* î 

c’est-à-dire que « la valeur inverse du rayon d’une section nor- 
male quelconque , est égale à la somme des valeurs inverses des 
deux rayons de la surface même, multipliés respectivement par le 
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quarré du cosinus de l’angle que forme chaque direction principale 
de courbure , avec la section normale que l’on considère. » 
L’équation précédente peut être mise immédiatement sous eette 
forme 



(r) = 



LM 

f s in* <• -f- f, cos* »* 



* 

Mais , par les principes de la trigonométrie , on sait que 



sin* ai = i — | cos a« , 
cos* a> = j -f- ; cos sa»; 

donc 

(r) — ’ . 

Ce dernier rapprochement fournit la construction la plus élégante 
et la plus simple pour déterminer le rayon ( /> ) d’une section 
normale quelconque , en fonction de l’angle « que fait le plan de 
cette section avec l’une des courbures principales. ( Voyez la note II.) 



ARTICLE VI. 

Application des théorèmes précédents à la théorie de l’action 
capillaire. ^ 

L’auteur de la Méchanique Céleste , après avoir développé les 
lois de l’attraction des grandes masses planétaires, a transporté 
la même analyse à ces phénomènes si délicats que, ppur indiquer 
la petitesse des distances qui les rendent sensibles, on a cru devoir 
donner a leur cause le nom d’action capillaire. Il n’entre pas 
dans notre sujet de parler des méthodes de méchanique par les- 
quelles sont développées les lois de cette attraction singulière ; 
mais la même théorie offrant une des applications les plus mar- 
quantes et les plus heureuses des propriétés du contact et de la 
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courbure des surfaces, nous devons faire connaître l’esprit de u»* mémoire. 
cette application : par là nous répandrons un nouvel intérêt sur les 
vérités abstraites que nous venons d’exposer. • 

Lorsqu'un fluide communique entre deux plans fort voisins , ou 
dans uu tube très-étroit, tantôt il s’élève au-dessus du niveau 
naturel du reste du fluide: Tantôt il reste plus bas : rarement, enfin , 
se placc-t-ii à la même élévation que le fluide extérieur avec lequel 
il communique. 

Dans les deux cas les plus frequents , la surface du fluide élevée 
ou déprimée, n’est plus horizontale; elle est concave dans le pre- 
mier, et convexe dans le second. 

Or, la courbure plus ou moins grande affectée par la surface 
extérieure du fluide , et l’élévation ou la dépression de ce fluide , 
étant les effets simultanés d’une même cause , ont cntr’elles une 
relation nécessaire : exprimons cette relation. 

Supposons d’abord que la surface du fluide renfermé dans un 
tube, soit sphérique. Chaque molécule de la colonne renfermée 
dans le tube, attire et est attirée suivant une force qui, comme 
nous l’avons dit , n’est sensible qu’à des distances insensibles. Si 
donc on cherche , d’après cette condition , l’action de la masse 
lluidc sphérique sur une de ses molécules; cette action dirigée 
de la molécule au centre de la sphère, sera composée de deux parties 
bien distinctes, l’une agissant de haut en bas, l’autre de bas en haut. 

La première K, fig. a , représentera l'effet de la masse fluide en la 
supposant terminée par un plan ÎOK ; la seconde représentera l’effet 
opposé Au reste de la masse fluide comprise entre le plan tangentlOK 
et la partie sphérique NOM { c’est ce qu’on appelle un ménisque). 

Il est visible que si la 6urface NOM est concave , la masse fluide 
étant composée des deux parties EIOKF, MIOKN, l'effet de la 
tnasse entière scru la différence de lours effets. (Voyez la notelll.) 

Au contraire , si la surface est convexe , fig. 5 l’effet de la masse 
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n» mémoire, fluide EMONF sera la somme des effets de la partie plane EIOKF, 
et du ménisque MIQKN. 

La première grandeur K est nécessairement indépendante de 
la seconde , elle est toujours la racme ; tandis que l’autre = ££2îLl l 
estwéciproquement proportionnelle au rayon / de la sphère MON; 
c’est-à-dire que si dans deux cas différents , le fluide est terminé 
par une portion de la sphère dont f soit le rayon , ou de la sphère 
dont f, soit le rayon , les actions des parties sphériques MIOKN 

seront représentées par — et ~ ; la demi-somme de leurs actions 
i /H H\ 

serait donc = - ( — H — ) : donc aussi la moitié de l’action totale 

» \ t h' 

du fluide sera , suivant les deux cas , fig. a et 3 , 

Arrivons maintenant au cas générai. 

L’action capillaire n’ayant lieu qu’à des distances insensibles ; si 
h est la limite de la hauteur où cette action cesse d’être sensible, 
il est évident qu’une portion sensible de sphère fluide la sphère 
même toute entière n’ont pas plus d'action sur un point quel- 
conque , qu’un de leurs segments très-petit , et dont la flèche f est 
dirigée sur ce point. 

Mais dans l’étendue d’un segment très-petit, une surface se 
confond sensiblement avec toutes les surfaces qui l’osculent. Cette 
acüon de la sphère ou de son simple segment, est donc égale à l’action 
d’une surface particulière dont les deux rayons de courbure seraient 
sur la flèche du petit segment , égaux au rayon de la sphère. Ainsi , 
par exemple , la sphère pourrait être remplacée par une surface 
de révolution ayant son sommet à l’extrémité de la flèche du seg- 
ment, et le grand cercle de la sphère pour cercle oscillateur dq 
ses méridiens. 
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De même ensuite , lorsque la surface du fluide est quelconque , U« mémoire. 
le petit segment dont la flèche est f a sur tous les points du pro- 
longement de cette flèche , la meme action que le corps termine 
par la surface entière , ou termine par une surface quelconque 
osculant la primitive au sommet du petit segment (c’est- à-dire, à 
l’extrémité de la flèche f). 

Mais au lieu de substituer une osculatrice unique à la surface 
du fluide renfermée dans le tube, ce qui ne serait que reculer la 
difficulté sans la vaincre, suivons une autre marche. Supposons 
que la flèche f soit l’axe du tube, ou simplement la normale à 
la surface fluide , qui est en meme temps verticale ( on voit qu’ici 
nous supposons le tube vertical). Menons par cette flèche une infinité 
de plans verticaux qui tracent sur la surface du fluide une infinité 
de sections normales : ces plans, d’ailleurs, étant tels que chacun 
forme, avec le suivant, un angle constant die. A chaque zône de la 
surface terminée par deux sections normales consécutives , nous 
pourrons substituer une zone sphérique ayant pour méridien le 
cercle osculateur de cette zone ; car le petit filet triangulaire 
ONN'/i , fig. 4, compris entre les deux zônes sphérique et quelconque 
Oi\N', ONn; ce filet, dis-je , sera toujours infiniment petit par rapport 
à la tranche OMNN'O comprise entre la zone quelconque, et les 
deux plans consécutifs qui limitent les deux zônes. 

Si donc le rayon général de la section normale est f , on aura 
j pour l’action du ménisque entier , et j . ^ pour l’action d’une 

tranche comprise entre deux plans formant un angle drr ( 7r est 
la dcmi-circonféreuce). 

Mais nous venons de voir que cette action est aussi celle de la 
tranche correspondante de la surface quelconque ; on aura donc 

enfin f—. — pour l’action totale du ménisque terminé par la sur- 

J t * m % 

face quelconque $ et parce que dtf et sr sont les memes pour 

i5 
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toutes les valeurs de />, j’aurai simplement H ~ j'- pour cette action 
du ménisque ; donc l'action même de la masse entière du fluide 
sera K =p J' j , suivant que le ménisque MIOK.N sera concave 
ou convexe. 

Si donc je conçois qu’à partir d'une première section normale, 
je détermine premièrement les rayons p', p' 1 , p 1 ", . . . . des sections 
normales faisant avec la première un angle égal à 1 , 2 , 3,. . .fois 

d'i r jusqu’à^ ou l’angle droit; ensuite les rayons p ( , p lt , p M 

des sections normales formant avec la première un angle égal 



à plus 1 , a , 3,. . . fois dit-, il est évident que les sections ayant 

respectivement pour rayon p 1 et p, , p" et p, ( , p'" et p m> etc. seront 
à angle droit c *>. 

Mais on sait qu’en chaque point d’une surface , les valeurs in- 
verses des rayons osculateurs des 6ectious normales jouissent 
d’une propriété bien précieuse , c’est que leur somme est constante 
quand ils appartiennent à deux sections réciproquement orthogo- 
nales. ( Voyez l’article précédent. ) 

On a donc immédiatement 



7 + 7 = 7+^--:--=7 + 7 - 

Si «loue je développe ainsi la somme des valeurs inverses - , 
qui correspondent à celte section normale, j’aurai 

(7 + 0 + (7 + 7) + + Cr+ï)- • • • ; 

et comme le nombre des rayons pris deux à deux, est égal au 
quart de la circonférence = 7 -ir , divisé par l’auglc dit des sections 



Afin de mieux fixer les idées , dans la figure 5, nous avons écrit/, f m , etc. , 

f /t f a , f m sur les directions complémentaires section: normales respective- 
ment perpendiculaires. 
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consécutives ; cette équation se réduit à 
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d'où lTv/, ! = t! l=;("+") 



Mais nous avons prouvé que le second membre de cette équa- 
tion représente la somme des actions de deux sphères ayant pour 
rayon f” et f, ; tandis que le premier membre représente l’action 
même de la masse fluide, terminée par une surface quelconque , 
pour laquelle f et f, sont les rayons de deux sections normales 
faites à angle droit dans la surface. 

Donc , enfin , l’action du fluide terminé par une surface 
quelconque , est sur un point donné de la normale à cette sur- 
face, égale à la demi-somme des actions de deux sphères, ayant 
respectivement pour centre et pour rayon, le centre et le rayon 
oscillateur de deux sections normales faites ri angle droit sur 
la surface du fluide ( et faites par le point donné ). 

Mais les deux directions de plus grande et de moindre courbure 
sont toujours à angle droit : si donc nous concevons les deux 
sphères ayant pour centres les denx centres de courbure de la sur- 
face , et pour rayons les deux rayons osculateurs , la moitié de leur 
action totale sur uu point de la normale , sera précisément égale à 
l’action de la surface quelconque du fluide ( * ) . 

Après avoir déterminé l’action du fluide sur ses propres mo- 
lécules; il faut déterminer la figure même de la surface qui le 
termine , et cette recherche est encore plus délicate que les 
précédentes. 

Lorsqu’un fluide animé par des forces quelconques est en équi- 



Quand nous parlons de l'action d'uue surface , il s’agit toujours de l'action 
d'une niasse fluide terminéé par cette surface. 
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n»« mémoire. iib re ) s j l’ 0 n conçoit un canal dont les deux extrémités aboutissent 
à la surface de ce fluide , il faudra que la partie du fluide conte- 
nue dans ce canal ou syphon, soit d’ellc-même en équilibre en 
vertu des forces qui agissent sur lui. Si donc la surface du fluide 
est AOB, fîg. 6, il faudra que la partie du fluide contenue dans 
le canal quelconque NSO soit d’clle-même en équilibre. 

Or je vois d’une part , au point O ( en nommant p' et p, les 
deux rayons de courbure de la surface pour ce point ) , que les 
forces qui agissent sur le canal sont en somme 

3 v e, / 

tandis qu’au point M (R' et R, étant, pour ce point, les rayons de 
courbure de la surface du fluide) je vois les forces 

k —”(s 7 + k) 

plus le poids gz d’une colonne d’eau dont la hauteur OM = z diffé- 
rence de la hauteur du fluide dans les deux branches du canal. J’ai 
donc enfin pour l’équifibre du fluide de cc canal , 

K “ï(s 7+ ïï:) + ^ 2==K “”(r + i} 

Mais la théorie de la courbure des surfaces nous a fait connaître 
( art. V ) la valeur générale de la somme g? -f- g- des valeurs in- 
verses des rayons de courbure , et elle est 

Q+Qr — ^. ± Q±£If ( y oycz j a nQte y) ; 

(I +p' + q'Y 

donc enfin, 

( (i + <?•)>— zpqs+{i+p)t _ sgs ^ i_ _i_ 

(a ).. . . j n — • 

(l +p‘+q‘y 1 K 

Telle est l’équation générale aux différentielles partielles du second 

ordre , qui appartient à la surface du fluide. 
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Cette équation une fois intégrée , présentera deux fonctions ar- u»» mémoire. 
bitraires qu’on déterminera,!', par Féquation des parois du tube; 

3°. par l’inclinaison des plans tangents à la surface du fluide aux 
points limites où elle aboutit aux parois. Or, par une considération 
très-fine , on fait voir que cette inclinaison doit être la même pour 
tous ces plans tangents. 

Si l’on observe, en effet, que l’action capillaire n’est sensible qu’à 
des distances insensibles ; chaque élément de la paroi du tube , 
dont l’attraction détermine la convexité ou la concavité du fluide, 
n’ayant qu’une étendue extrêmement petite , pourra toujours être 
confondu avec son plan tangent ; la courbure du tube ne produira 
donc aucun effet sur la concavité ou la convexité du fluide au con- 
tact de la paroi. Donc l'inclinaison de cette concavité ou de cette 
convexité sera constante dans toute l’étendue du contact de la 
paroi du tube et de la surface du fluide. 

Revenons à l’équation générale ( a ) de cette surface ; si l’on 
suppose qu’elle appartient à une surface de révolution , ce qui a 
lieu quand le tube est aussi de révolution , cette hypothèse donnera 
entre p , q , r, s, t une nouvelle relation, ce qui particularisera 
la surface que l’on considère. 

L’analyse intégrale par laquelle on arrive cn6n à l’équation de 
cette surface , est trop savante et trop compliquée pour que nous 
puissions en retracer la marche , qui d’ailleurs n’a rien de com- 
mun avec notre objet : nous nous contenterons d’indiquer , par 
des considérations géométriques , ce que les calculs démontrent 
rigoureusement. 

Rappelons-nous cette propriété que nous venons d’énoncer et de 
démontrer : La surface fluide vient partout rencontrer, sous un 
même angle , les parois du tube qui la termine. Si donc on admet 
avec Laplace, que cette surface est à três-peu près sphérique, 
nous verrons que les ménisques MIOKN, fig. a et 3, sont 
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H”» mémoire semblables dans les tubes de diamètres différents , mais d’ailleurs 
homogènes , et plongés dans le meme fluide ; c’est-à-dire que leur 
diamètre IK est dans un rapport constant avec le rayon de la 
sphère MON ; or l’action du ménisque sphérique MIOKN pour 
soulever 1a colonne OZ , est réciproque à la grandeur de ce rayon ; 
tandis que l’élévation OL duc à cette action, lui est évidemment 
proportionnelle : donc la même élévation est réciproquement pro- 
portionnelle au diamètre IR du ménisque ou du tube. 

Et les mêmes raisonnements s’appliquant également au cas où 
le fluide est déprimé au lieu d’être élevé par l'action capillaire , 
il faut lui appliquer aussi la même conséquence, et dire que la 
hauteur de la dépression est réciproquement proportionnelle au 
diamètre du tube. 

Lorsqu’on a deux tubes cylindriques enchâssés l’un dans l’autre, 
de manière qu’ils aient le même axe , la surface du fluide est un 
anneau de révolution ; or, il est évident que, des deux sphères tan- 
gentes qui osculcnt ses lignes de courbure en chacun des points 
les plus bas, l’une est la petite sphère génératrice de l’anneau même, 
l’autre est un plan qui touche l’anneau suivant tout un cercle hori- 
zontal ; c’est donc une sphère dont le rayon est infini. 

Mais l’action d’une sphère étant réciproque à son rayon , quand 
ce rayon est infini , cette action s’évanouit. Donc , dans ce cas 
remarquable , la moitié de l’effet d’une seule sphère représente la 
demi-somme de l'effet des dc-nx sphères , égal à celui de la surface 
fluide ; donc ce dernier n’est ici que ta moitié de celui qui aurait 
lieu dans un tube ayant pour diamètre ta distance constante des 
cylindres. • 

Donc aussi , quand ta distance constante de deux cylindres en- 
châssés l’un dans l’autre , est égale au rayon d’un tube capillaire 
unique (tous ces tubes étant de même nature et plongés dans le mémo 
fluide), ta hauteur du fluide sera 1a même dans l’un et l’autre cas. 
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Mais si le diamètre des tubes enchâssés l’an dans l’autre devient H«* mémoire. 
infini , ces deux tubes représentent deux plans parallèles ; et les 
mêmes résultats ayant encore lieu, il en faudra conclure cc théo- 
rème général, comme le précédent , confirmé par l’expérience. 

Lorsqu’on plonge dans un fluide deux plans situés à distance 
capillaire, et parallèles, 4 e fluide s’élève ou s’abaisse entr’eux de la 
même quantité qu’il ferait dans cylindre de même matière que 
les plans, et dont le rayon serait égal à leur distance. 

Si les deux plans n’étaient pas parallèles , la surface engendrée 
par le fluide serait une espèce de corne de vache, qui pourrait 
être engendrée à très-peu prés par le mouvement d’une petite 
* sphère variable de rayon; les lignes de plus grande courbure se- 
raient partout des cercles presqu’égaux aux grands cercles de cette 
sphère, tandis que les lignes de moindre courbure seraient osculées 
par des sphères d’un rayon incomparablement plus grand ; on 
pourrait donc négliger l'effet de ccs dernières sphères w . Mais la 
grandeur du rayon de la première sphère est partout proportion- 
nelle à l’écartement des deux plans , puisque toute la surface fluide 
devant rencontrer partout ccs deux plans sous le même angle , il 
faut aussi que les sphères génératrices la coupent sous ce même 
"angle: on verra donc encore ici que les hauteurs du fluide (élé- 
vation ou dépression ) sont réciproquement entr’elles comme les 
écartements successifs des deux plans : résultat également indiqué 
par l’expérience. 

Nous avons essayé de soumettre à la géométrie , le cas où les 
axes des deux cylindres ne seraient plus dirigés suivant une même 
droite , mais seraient simplement parallèles ; et nous croyons y 
être parvenus en employant pour cela des considérations parti- 



Du moins entre certaines limites ; car sa considération peut influer d’une 
manière plus sensible sur les points extrêmes. 



* 
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U»* mémoire, culières à la courbure d’un genre de surfaces dont nous avons re- 
cherché , il y a longtemps l *\ les propriétés. Voyez la note IV. 

En considérant ensuite l’action d’une molécule fluide M placée, 
fig. 7 , entre deux plans IP, 1Q très-rapprochés, et le touchant suivant 
une horizontale IH ; malgré sa pesanteur, sa molécule peut remonter 
vers cette intersection III, parce qu’en se rapprochant de cette 
intersection , elfe trouve un plus^rantl nombre de points de con- 
tact avec les plans qui l’attirent ; or , l’inclinaison absolue et réci- 
proque de ces pians , la forme de la courbure de la molécule , et 
sa distance à l’intprscction IH , sont des grandeurs nécessairement 
liées cntr’ellcs par les lois de l’action capillaire. 

Ajoutons encore ici que les expériences les plus soignées con- * 

cordent avec les résultats de la science. 

Il est beau de voir ainsi la théorie ramener à des lois constantes , 
des effets nombreux et variés , saisir par la force de notre pensée, 
des formes qui échappent à nos sens, les déterminer d’une ma- 
nière rigoureuse , et s’élever , par un enchaînement de vérités 
mathématiques , à tous les résultats habilement manifestés par Io 
physicien qui fait parler les phénomènes. Telle doit être la véri- 
table physique ; telle , peut-être , par les efforts successifs des plus 
habiles géomètres , la verrons-nous quelque jour ainsi perfection- 
née dans toutes ses branches principales. Alors les hommes , 
même étrangers à la science, apprendront qu’elle a partout des 
bienfaits à répandre , et qu’elle n’a de spéculations oiseuses qu’entre 
les mains stériles qui ne savent rien utiliser. Maintenant hâtons- 
nous de revenir à la théorie de la courbure des surfaces que nous 
avons peut-être trop long-temps abandonnée, pour en montrer 
l’avantage et l’esprit par un exemple remarquable. 

t*) Dans un Mémoire que j'avais composé étant élève à l'École Polytechnique , 
et qui fut jugé digne d'étre inséré dan* ses Journaux : il s’agissait généralement des 
sphères tangentes àplusieur* autres, et des surfaces enveloppes de ces sphères tangentes, 
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ARTICLE VII. 



IX»* MÉMOLRE. 



Discussion des formes de la courbure des surfaces par la 
tonsidération des sections conjuguées. • 



Après avoir déterminé la valeur absolue des divers éléments de 
la courbure des surfaces , et les propriétés générales qui lient entre 
eux les mêmes éléments , scnrons-nous de ces valeurs et de ces 
propriétés pour discuter les formes que la courbure des surfaces 
est susceptible de nous offrir. 

Revenons donc aux équations fondamentales que nous avons 
posées. Nous avons vu que les systèmes de tangentes conjuguées 
sont déterminés sur le plan tangent par l’équation de leur pro- 
jection sur le plan des x,y, 

(A).... s ( p -f- 4) + = ° > 



et que 



A (B)v" + ■+■ (i •+•9*)?'!' — ° 

particularise le système des tangentes conjuguées orthogonales; 
de sorte que le système des équations (A) et (B), appartient 
aux lignes de courbure de la surface, et les détermine com- 
pleltement. 

De plus, la valeur générale du rayon de la section normale 
faite suivant la direction 4 = est, en représentant toujours 



t/(i +/>* + ?*) par a, 

(/>).... p = — a. 



î +p’ + a/xft + (i 4-<7’)4-‘ 



tandis que 



(P).... 




I +p‘ + apqt + (l +<>*)»* 
r+ us f + If' 



est la valeur du rayon de la section normale faite suivant la di- 
rection <p conjuguée à 4 - 



16 




f 
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Enfin , lorsque des valeurs générales (p ) et ( P ) , on passe à îa 
valeur des rayons de courbure de la surface même, ces expres- 
sions se simplifient et deviennent 



et 



!>]•••• P 



W-f(l -hç’ ) 4- 

7+ï? 



[P].... 



P= — 



pq + ('+<?*)» 
j + 



En considérant la forme des surfaces, à partir d’un quelconque 
de leurs points , et par rapport au plan tangent en ce point ; ou 
tous les autres points de la surface seront placés d’un même côté 
du plan tangent, ou bien partie sera d’un côté, partie de l’autre 
côté : cela est évident. 



Ainsi donc , la principale différence qui se trouve entre les 
formes qu’affecte la courbure des surfaces , est celle qu’elles offrent 
dans les deux cas suivans ; ils embrassent ensemble toutes les 
especes de surfaces, et elles sont nécessairement comprises dans' 
l’un ou l’autre des genres qui oorrespondent à ces deux divisions. 

Certaines surfaces présentent , à partir d’un même point e? 
sous toutes les directions possibles, leur convexité clans le même 
sens par rapport au plan tangent en ce point. D’autres surfaces 
présentent à la fois , à partir du même point , sous certaines di- 
rection, leur convexité d’un côté du plan tangent, et sons d’autres 
directions, leur concavité par rapport à ce même côté. Dans le 
premier cas, il faut que les rayons de courbure de toutes les 
sections normales , soient dans un même sens à partir d’un même 
point , et par conséquent , que les expressions analytiques de 
leurs valeurs ^ soient toutes de même signe. Dans le second 
cas , au contraire , une partie des rayons doit se diriger sur la 
normale d’un côté du plan tangent , et tous les autres rayons , 
changer de côté par rapport à ce plan , en prenant une direction 
opposée. Les expressions analytiques de leurs valeurs doivent alors 



Digitized by Google 



J 



THÉORIE. SECTION I. n3 

avoir un signe positif ou négatif, suivant qu’elles appartiennent à u»« mémoire. 
l’une ou à l’autre de ces directions. 

Pour examiner avec exactitude ces diverses circonstances , il 
faut voir d’abord si les surfaces sont susceptibles des formes que 
- nous leur attribuons ; il faut chercher ensuite à quels caractères 
nous reconnaîtrons ces formes diverses : il faut enfin déterminer 
pour chacune d’elles, tous les éléments que présentent en chaque 
point les surfaces dans leur courbure. 

La valeur générale du rayon (p)étant — a _ (' ^ , 
j’observe d’abord que le numérateur est la somme de trois quarrés . 



1 , 4 * et (j>+? 4 )*î 

1 

ainsi ce numérateur sera nécessairement positif tant que p , q 
et 4 réels , c’est-à-dire , pour tous les points de la surface 

et sous toutes les directions po^^n.» ... ■•enrésentées par 4* 

D’ailleurs la quantité a t /( 1 P ) * -«indépendante 

. de 4 , doit avoir le même signe , quelle que soit ia _ _ 

représentée par cette tangeate trigonométrique. Donc enfin, « le dé- 
nominateur r+«4 + ^* P oufra scul étre susc °P lible de fairC 
varier le signe du rayon y. » 

Pour connaître à partir de quelles valeurs de 4 les rayons seront 
positifs lorsque 4 variera dans un sens, et négatifs lorsque 4 va- 
riera en sens contraire, il faut donc supposer seulement 

r-t- 3$4+ H'* 0 - 
Cette équation donne immédiatement 

. — j±t/(j * — rt) 

4 = ; » 

, où la racine 4 présente deux valeurs diBerentes. Examinons quelles 
, peuvent être ces racines. 
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s 4-i/r J*— rt'l » — 1— — rl) 

Faisons * = — ; ® = ~ t > 

et voyons si 'P et ® satisfont à l’équation (A) des tangentes con- 
juguées. Il faudra pour cela que l’on ait 



ou que 

r Ei! u_ 1 — o , c’est-à-dire , rt — s* = o , 

t t 

ce qui exigerait que les deux tangentes conjuguées * et <& fussent 
identiques. Nous examinerons ce cas en particulier. 

Si la grandeur s'—rt est positive, les valeurs que nous venons 
de trouver pour ~P et G> seront réelles, et par conséquent p pourra, 
pour le même point de la surface , avoir des valeurs positives et 
des valeurs négatives. Voyons à quelles sections appartiennent alors 

les rayons de même signe ou de si—, *«■ • considérons pour 

. , —lions conjuguées quelconques, 

cela deux rayons r , n 

„.ïs vu, art III de ce S, que 
N^* * 



r + a,s4 -+■ *4* = *t- (4~ P) (■Î + ^4)> i ; | 

r + 2 SP rf- tr = — ( 4 — f ).(* + tf) 

rt — s* = — (s + t4)(s-ht<p)-, 



donc 

r ■+" j -f- <4^ ___ _ rt — a* 

r + aj? 4- t? B s - 1 - tç + )•' 

Mais le quarré (s-f-l<p)‘ étant nécessairement positif, il est évident 
que les deux dénominateurs de p et P seront de même signe ou 
de signes différents, suivant que rt — s‘ sera positif ou négatif; 
donc , enfin , si partant de la direction ’P , on donne à 4 toutes 
les valeurs possibles jusqu’à <t> , <p prendra toutes les valeurs 
possibles de l’angle supplément du premier ( compris entre les 
directions "P et ® )j et alors , toutes les premières valeurs, celles 
de p, seront de même signe entr’ elles ; toutes les secondes , 
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celles .de P, appartenant aux sections conjuguées des premières, 
seront pareillement de même signe entr’ elles : enfin , ces valeurs 
de p et P seront toutes ensemble de même signe , ou toutes celles 
de P d’un signe diffèrent de celles de p , suivant que rt — s* 
sera positif ou négatif; et cette propriété générale des tan- 
gentes conjuguées les différentie de tous les autres systèmes de 
tangentes. 

Nous avons dit que les lignes de plus grande et de moindre 
courbure sont tangentes aux sections normales conjuguées rec- 
tangulaires ; donc « les rayons de courbure de la surface seront aussi 
de même signe ou de signe différent , suivant que rt — s‘ sera po- 
sitif ou négatif. » Ainsi , la courbure des surfaces sera uniforme , et , 
considérée sous toutes les directions possibles, elle se présentera 
dans un seul et même sens , dès que les deux rayons de courbure 
de la surtaxe, seront dirigés du même cêté du plan tan- 

gent. Lorsqu’au contraire les deux i«j , ourbure seront diri _ 
gés en sens opposés , partie des rayons des se*... „ orma | C3 
seront dans un sens, tous les rayons des sections conjuguées « 
celles-là seront dans l’autre sens ; et, considérant les surfaces comme 
susceptibles d’avoir à la fois deux courbures différentes et bien 
distinctes, nous dirons dans le premier de ces cas, que les deux 
courbures de la surface sont dans le même sens, nous dirons dans 
le second, qu’elles sont en sens contraires. 

Observons en passant, que c’est parce que les rayons des deux 
courbures principales peuvent servir à indiquer ainsi la forme des 
surfaces , qu’on s’est contenté de les présenter seuls, comme les 
éléments de cette forme ; mais on voit ca même temps que sa 
connaissance parfaite ne peut être donnée que par la considération 
simultanée des rayons de toutes les sections conjuguées. 
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ARTICLE VIII. 



Des ombilics : conditions pour que tous les rayons des sections 
normales soient égaux au même point. 

Si l’équation (B), qui détermine les valeurs de et 4 apparte- 
nant au maximum et au minimum de courbure de la surface ; 
si, dis-je , (B) était satisfaite d’ellc-même dès que «P et 4 sont suppo- 
sés appartenir à des tangentes conjuguées, alors chacun des rayons 

des sections normales devant être un maximum ou un minimum 
par rapport à tous les autres, pour que cette condition n’exprimât 
rien d’absurde, il faudrait que tous les rayons fussent égaux 
entr’eux. Supposons donc identiques l’équation (B) et celle (A) 
des tangentes conjuguées. Il faudra que 

j+p* _ r _ L _w_ — / < que —■ = ~ == 

pq s* »+<?* 

. simplement à deux ces trois équations de condition: 
K* sont les équations qui doivent avoir lieu pour que la surface 
puisse, au point que l’on considère, être osculée par une sphère; et 
l’on voit qu’en ce point la direction des lignes de courbure devient in* 
déterminée et susceptible d’une infinité de valeurs différentes. C’est 
aussi ce que nous enseigne l’éqiiation même des lignes de courbure: 
rappelons-nous, en effet, que nous l’avons mise sous la forme 

équation où il est évident qu’en supposant 

i+p* pq 1 -H 1 

~7~ T~~T~ • 

ce qui est le cas que nous considérons , tous les coefficients s’éva- 
nouissent, et ^ prend la forme indéterminée ;, qui lui permet de 
satisfaire à une infinité de valeurs, au lieu de deux seulement. 
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Ces points, très-remarquables sur les surfaces, ont reçu la dé- 
nomination d’ombilics, qui convient parfaitement à la forme 
qu’affectent autour d’eux, et la courbure de la surface , et la direc- 
tion de ses lignes de courbure. L’ellipsoïde de révolution nous pré- 
sente en chacun de ses sommets un de ces points ombilics. Nous 
savons, en effet, que les surfaces de révolution ont toutes pour 
méridien les lignes d’une de leurs courbures; nous voyons toutes 
ces lignes méridiennes se croiser à la fois aux deux sommets de 
la surface; et il est évident qu’en chacun de ces sommets, la sur- 
face est susceptible d’être osculéc dans tous les sens par une 
sphère. 

Il est sur les surfaces un autre genre d’ombilics non moins re- 
marquable ; toutes les lignes de courbure ne viennent pas , comme 
dans l’exemple précédent, se croiser en chacun d’eux, et au lieu 
de deux ligues ( une de chaque courbure ) qui passent par chaque 
point de la surface, on n’en remarque plus qu’une seule w qui 
passe par ces ombilics particuliers. L’ellipsoïde et l’hjperboloïde- 
elliptique ou à deux nappes, nous offriront de semblables ombi- 
lics: ils présentent un caractère analytique-et géométrique qui les 
distingue tout-ù-fait des ombilics de l’autre genre. Dans le premier 

cas, en effet, la valeur de est réellement J , comme l'in- 
dique l’cquation (C’)j dans le second cas, il faut recourir aux 
ordres supérieurs au second, pour avoir ^ en fonction des coeffi- 
cients différentiels partiels de la surface. 

Ces deux espèces d’ombilics appartiennent l'une et l’autre aux 
surfaces dont les deux courbures sont dirigées dans le même sens; 
les surfaces dont les deux courbures se présentent en sens con- 
traires ne sont pas susceptibles d’en avoir. Comme en effet , dans 
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cette dernière classe, il faut que rt — s* soit "négatif , il faudrait 
aussi que la valeur de cette quantité , conclue de l’identité des équa- 
tions (A) et (B) put être négative. 



Mais 



i+p* El — . 

r s t 



donc rt=r*.i±^, 

donc aussi rt — s* = r* [jzfp 

équation qui se réduit à 



s* 



p*»? 

(>4p*)‘ 



PY N 
0 + P*)V’ 



rt — s' = r* 



>4- p* 4- «?* 
t*4p*)‘ ’ 



Or, le second membre de cette équation, et par conséquent le 
premier, est nécessairement positif tant que p,q et r sont réels. 

Ainsi les surfaces dont les courbures sont dirigées en sens con- 
traires ne sauraient avoir d’ombilica. C’est une remarque que nous 
aurons lieu de faire sur l’byperboloïde hyperbolique ou à une nappe, 
qui présente en une infinité de points , ses courbures égales mais 
dirigées en sens contraires, et qui d’ailleurs n’a pas un seul ombilic. 

Si dans les diverses hypothèses que nous venons d’examiner* 
on voulait obtenir la valeur p du rayon de courbure de toutes les 
sections normales, il faudrait y supposer entre p,q,r,s et f 
les relations que nous venons de déterminer. Alors «ftte valeur 



deviendrait 



(■ +p‘)+aw^+(i 4 «TH 1 

T -t- Si'V i'i'* 



l+p» r 4- gfV + 14-'* 

T ’ r+ + Sp* ’ * 



i +p' + q')- 



Or, cette valeur est indépendante de 4- Cela nous fait voir que 
les_ rayons de courbure de toutes les sections normales sont égaux 
entr’eux. 

Mais il faut pour cela que r et r soient de même signe; car 



* 
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dans le cas où ces deux coefficients différentiels seraient de signe a»» mémoire. 
«différent, rt-&s' serait nécessairement négatif, et nous avons vu 
qu’alors le# équations de condition qui viennent de faire dispa- 
raître 4 de p , ne sauraient plus avoir lieu pour des points réels 
de la surface. 9 » 

Avant de terminer cet article, il est nécessaire de répandre 
quelque jour sur une espèce de paradoxe. Nous avons vu que la 
somme des deux rayons de courhure est • 



. _ > D k. _(! + </*)'•— opqs + ^+p‘)t 

p-t-f « . 



et leur produit 






Si donc les rayons p et P sont égaux, quatre fois leur produit 
doit être égal au quarré de leur somme ; et cette condition donne 
immédiatement 

[( 1 + î* ) r — a pqs + ( î -î-y*) «]* = 4 (rt — 

Cette équation appartient donc à tous les points où les deux * 
courbures sont égales et dirigées dans le même sens : elle suffit 
à leur définition complette. 

Cependant nous avons vu que le système d’une double équation 

i±£ _ p± ■+<?* 

r s t 

était nécessaire pour le même cas. Comment donc la coexistence 
de ces deux équaliotis ne dit-elle rien de plus particulier que l’exis- 
tence d’une seule équation qui contient ces mêmes variables ? 

D’abord , c’est que l’équation unique contient les variables ( i-f-y*), 
(/>?)> ( 1 +5 , )>r,r, t, élevées à un degré double de celles des 
autres équations : voilà la raison analytique. Ensuite , c’est que 
l’équation unique , mise sous la forme 

/; (I 4- ?’) r— zpqi + (i 4-p*) t \» g* - 

0 - \a’ rt — / rt — . > 

17 
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il»* mémoire est composée de deux membres indépendants de la position des 
plans coordonnés qu’on peut changer comme on Voudra ( pourri* 
qu’ils restent rectangulaires entr’eux) ; tandis que les équations 

• ■ +p* *_ P£ pq _ » -+ ?* 

• r s • s t 

n’en sont pas indépendantes , et que chacune d’elles exprime , par 
rapport aux axes des x ou des y séparément , les conditions pour 
que les rayons des sections normales puissent être égaux entr’eux ; 
ou, ce qui revient aa même, pour que les tangentes conjuguées 
soient constamment à angle droit (,) . » 

IS'ous allons montrer maintenant que équation unique 

K 1 + ?*) r— ipqs-\-(i •+-/>*) f ]*= 4 (rt — s‘)a% 
n’est que la conséquence des deux équations 



■ +p* — PI — 1 4- <f 

rit • , 

Pour cela ,mous observeroBs*d’abord que 

«* = 1 i- P' + 9 * — ( 1 +J>‘ ) ( 1 + S* ) — P'Q’i 
et comme par cette transformation, la première équation douent, 
de même que les deux autres, homogène en î +p\ pq, î -f- q', 
et r,s, />, il est évident que la première équation aura lieu en même 
temps que les deux autres, si, eu y substituant r, s, t pour i + p‘, 
pq, î elle devient identique : or , elle devient alors 

* , [rt— a$*-f-rt]*=4(rt— s')(rt — s*), 

équation évidente. 



t*) On verra dans le, Mémoire suivant que les deux équations 1 ^ = ^ , 

~ — 1 ^ t expriment les rejetions des axes des x et de» y avec la courbe 

indicatrice , pour que cette courbe du second degré soit nn cercle -, tandis que 
féquation unique exprime que tous les diamètres de l'indicatrice sont égaux 
entr'eux , condition équivalente. . 




THÉORIE. SECTION I. i3i 

O# ferait voi^ avec une égale fncitité que 1» seule condition de U®* mémoire. 
l’égalité des rayons, exprimée par l’équation unique, nécessite dans 
tous 'es cas l’existence de la double équation. Mais il faudrait pour 
cela recourir à la valeur générale des rayons des sections normales 
qui, devenant tous égaux dès que les rayons de courbure le sont 
untr’eux , donnent immédiatement , par cette seule condition , 

i 4- p* pq _ ■ 4- <7* 

T S I 

Nous adopterons cette méthode dans le Mémoire suivant 
ARTICLE IX. 

Conditions pour qu'un rayon de courbure soit nul ou infini. 

La géométrie ne nous présente pas les surfaces divisées d’une 
manière isolée en deux grandes familles, les unes à courbures dans 
le même sens, les autres à courbures en sens contraires; elle les 
unit par une classe particulière de s ub faces qui, ne pouvant à la 
rigueur être considérée comme appartenant exclusivement à l’une 
ni à l’autre de ces familles , ne fait, à proprement parler, partie d’au- 
cune des deux, et leur sert de limite commune. 

Si donc on se représente l’espace comme figuré par des surfaces 
quelconques, on parcourra toutes les formes possibles de l'étendue, 
eu donnant d’abord aux deux courbures de la surface la meme di- 
rection, en agrandissant ou en diminuant de pins en plus l’une des 
courbures, pour la rendre infime ou nulle; enfin, en renversant la 
même courbure, pour la diminuer ou l’accroître de plus en plus 
dans ce nouveau sens. Nous allons étudier la nature des surfaces 
dans cet état intermédiaire où l’une des courbures devenant soit 
infinie, soit nulle, n’appartient plus à aucune direction, d’un côté 
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n«* mémoire, ou de l’autre du plan tangent ; puisque la ligne^c courburf sc 
place alors en entier sur lui. 

Supposons d’abord qu’un des deux rayons dç courbure doive être 
infini, sa valeur étant 

. ’ W- ; - 

il faudra que s-M4 = °> car on nc P eut faire pq+ (i-f-ç*)4 égal 
à zéro, puisque petq, ainsi que <x= y/(i +p'+q‘), n’appartenant 
qu’au plan tangent, n’ont rien de commun avec la grandeur abso- 
lue du rayon de courbure; et cependant 4 serait ici donné en p 
et q seuls. Supposons donc = o. A cause de l’équation (A) 

des tangentes conjuguées , à laquelle 4 doit satisfaire , on a 

r 4- s(? 4- 4) "i - ^P4 = °i ou r -h' s 44 _< P(s + f4) =:::0 » 

qui donne par conséquent encore r -f- j 4 = o , en laissant la quan- 
tité 9 indéterminée : donc 

4=**— ; = — p et rl—s'—o. 

C’est l’équation de condition qui doit lier les coefficients du second 
ordre r, t, pour que la surface ait une de ses courbures nulle. 
Dans ce cas, la ligne de courbufc est osculéc par une droite, et 
la surface générale , par une surface développable dont cette droite 
est une arête. . 

Si, toujours dans la même hypothèse, nous considérons la va- 
leur générale des rayons des sections normales 

m (i 4-p‘) + ap?^+(i 4- g'W . 

r r-f-:w4'-M4' a * 

nous verrons que la valeur 4 > qui rend infini le rayon [p] de cour- 
bure de la surface, rend aussi infinis tous les rayons p. Eu effet, 
les équations de condition r4-s4— °» (s 4- *4)4 == °> ajoutées 
membre à membre, donnent r-\- 2j 44-*4 ,==0 (** seconde étant 

* 

m » 
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multipliée par 4)- Mais p n’entrant pas dans ces équations , reste u~« mEmoihe. 
toujours indéterminé : de là résulte ce théorème général ; Lors- 
qu’un des rayons de courbure de la surface est infini , ce seul 
rmon est celui d’une section unique conjuguée à todtes les autres 
sections normales. Ainsi toutes les droites qu’on peut mener 
alors , à partir du point de contact, sur le plan tangent , sont con- 
juguées à la droite pnique qui, au point de tangence, présente 
avec la surface un contact du second ordre; et déjà nous entre- 
voyons toutes les propriétés des surfaces développables. • 

Dans le cas où l’on voudrait que les deux rayons de courbure 
fussent à la fois infinis, ou aurait aussi pour le second rrf-jip=o, 
s -f- tp = o. Comme ces conditions ne donneraient pour p que la 
valeur trouvée tout à l’heure pour 4 > 8 ‘ l’ on voulait y satisfaire 
au moyen de p, nous n’aurions pas atteint notre but; car on pour- 
rait toujours satislàire à l’équation 

(A). ..r -1 -j(? 4-4)+ èp*4 = a, 

en mettant au lieu de p, non la valeur unique de 4> niais une 
autre valeur quelconque (ir). Il faudra denc que les équations 

r -{-$?=<*, r-M 4 ==°> s+tp=o, s + t 4 = 0 
aient lieu indépendamment de p et de 4> ce qui exigera qu’on ait 
r— o, s=o, f = o. 

Or ce sont les équations différentielles partielles du plan , pour le 
second ordre ; donc alors la surface est osculée par un plan , et 
les directions p et 4 des tangentes conjuguées deviennent absolu- 
ment indtkrmjjées. Ce point est un véritable ombilic, puisque les 
deux rayons de courbure devenant infinis 6ont égaux entr’eux. ' 

Si nous supputons, au contraire, que le rayon p devient nuf, 
il faudra que j-f-/4 devienne infinie ou r-f-j4 , et comme ce ne peut 
être- 4 qui le devienne, eu général; il faudra que r, s ou t, sé- 
parément ou ensemble j le soient. Ce cas appartient à la discussion 
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mémoire, des valeurs singulières que peuvent prendre les coefficients diffé- 
rentiels : leur examen est facile; mais il ne doit pas nous occuper 
actuellement. Sans analyser cette dernière hypothèse , nous nous 
contenterons de dire qu’elle a lieu lorsqu’un des centres de coÿ- 
burc vient se placer sur la surface, .ce qui exige que ce point 
soit singulier, ou sur la surface primitive, ou sur celle de ses centres 
de courbure. Enfin cette supposition d’un rayon de courbure nul , 
u’influe en rien sur la valeur de l’autre rayon, qui peut être zéro, 
fini ou infini, selon que le dénominateur de l’autre rayon sera 
infini , limité ou nul. Dans tous les cas , l’une des lignes de cour- 
bure sera osculée par un point , qui sera le point meme que l’on 
considère , et la surface sera complcttement osculée par une ligne 
courbe : ce sera la ligne de courbure dont la courbure n’est pas 
nulle au point singulier. 



ARTICLE X. 

Emploi des équations symétriques par rapport aux deux rayons 

de courbure , dan* la discussion des formes des surfaces. * 

• 

« • t 

Nous venons de parcourir successivement les principales variétés 
que présentent les formes des surfaces. Pour mettre de l’unifor- 
mité dans la marche que nous avons suivie, nous sommes cons- 
tamment partis de l’équation qui nous donne la valeur du rayon 
d’une section normale quelconque , et nous avons , dans tous les 
cas, passé d'une même manière, des sections conjuguées aux di- 
rections de plus grande et de moindre courbure pai; le moyen 
des équations (A) et (B) de ces directions. 

" On aurait pu parvenir plus rapidement aux mêmes résultats, 
si l’on eut considéré en outre l’équation [I], art. 111 de ce paragraphe, 
qui fait connaître la somme des rayons des sections normales conju- 
guées, et celle [II], qui donne de plus le produit des deux rayons 



Dtaitized 



THÉORIE. SECTION I. 



de courbure. Ces deux équations sont : 




P+P = -*. l - i 

pP = 



(» +<?*)>•— C‘4-p*)t 

rt — f‘ 

,4 



Tt —S‘ 



i$5 

II— KÉMODUt. 



Alors nous eussions vu immédiatement que les rayons de sections 
conjuguées , et par conséquent aussi ceux de courbure de la sur- 
face ^devant être de meme signe ou de signe différent , suivant que 
leur produit est positif ou négatif, les deux courbures tTune surface 
sont en un quelconque de ses points , dirigées dans le même sens 
ou en sens contraires , suivant que rt — s‘ est positif ou négatif, 
puisque *<=*( 1 -+ ~p‘+ q‘)' est nécessairement toujours positif. 

En supposant que les rayons de courbure sont égaux, si p et P 
sont dirigés dans le même sens 
m P+P=a p, pP=p* et (f-f-PJ'—'tyP; 

alors les équations (I) et (II) donnent immédiatement l’équation 
obtenue pour ce cas , art VII , 

(rt—s)*t=[<i+q)*r— apqs+(i+p‘) f]"; 
mais cette équation considérée dans toute sa généralité , n’appartient 
qu’à une ligne unique et non plus à une surface : sans cela, elle 
rendrait imaginaires les valeurs de l’équation (B).. 

Si les deux rayons p et P sont égaux , mais dirigés en sens con- 
traires , leur somme est nulle : on a donc immédiatement 

(i •+•/>*) r — apqs + ( 1 +p')t = o. 

C’est l’équation de Condition qui doit avoir lieu pour que les deux 
courbures d’une surface soient égales et en sens contraires. Cette 
dernière condition étant donnée d’ailleurs par rt-*- s' négatif ( pour 
que le produit pP soit aussi constamment négatif). On parcourrait 
pinsi les différents cas des deux principales classes de surfaces. 

En supposant un des rayons de courbure infini, la somme des 
rayons de courbure doit pareillement le devenir ; par conséquent , 
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aussi , les sommes respectives des rayons conjugués ; cette con- 
dition fournirait de suite l’équation rt — s* = o, nécessaire pour 
qu’un des rayons de courbure soit infini, et nous verrions par là 
que dès qu’un rayon de courbure de la surface est infini , un des 
rayons de chaque système de sections normales conjuguées doit 
l’èlrc également. 

« 

La marche que nous venons d'indiquer a l'avantage d’être en 
général plu» rapide que la précédente ; mais elle n’éclaire pas autant 
sur la ligure propre de la surface. On voit bien , en suivant cette 
méthode , comment les lignes de courbure se dirigent pour diminuer 
ou augmenter successivement dans tous Jes rapports possibles , la 
grandeur de leur courbure. Mais on çerd entièrement de vue le 
reste de la surface et les transformations qu’elle éprouve par la 
variation de ses lignes de courbure. Dans le Mémoire suivant, nous 
présenterons un dernier genre de considérations qui semble réuni» 
les avantages de ces deux-ci , sans avoir leurs inconvénients. Il 
présente dans chaque cas , d’une manière simple et rapide , le 
tableau complet de tous les éléments dont se compose , en chaque 
point , la courbure des surfaces. 



* 



FIN DO SECOND MÉMOIRE. 






U»« MÉMOIRE. 

NOTES PRINCIPALES 

DU SECOND MÉMOIRE. 



[ Nous avons cru devoir mettre dans l’article VIII du troisième 
Mémoire la note relative aux rayons de courbure des surfaces 
du second degrc, indiquée comme devant être ici (page 34, 
premier Mémoire)]. 



10 



NOTE PREMIÈRE. ... , 

Démonstration des théorèmes des articles II, III du § premier, 
par la méthode des Fonotions Analytiques. 

En rejetant toute considération infinitésimale , nous allons démontrer d'abord 
que si le point x , y est commun aux quatre courbes 

y = «(*)» y = o (X), y = «*(Ç), y= a (H), 
telles que pour une même ordonnée y quelconque , on ait toujours 
x - X = Ç - S; 

en supposant qu'au point x,y, on ait . 

•'{*) = o' (T), »*(x) = a’ (T).... a ^- a )(T) =0 C— «) ( 7j. 

et enfin 

°'(x) — O'(x) = o, 
on aura généralement 

o' (7) = O' Cx) , 0-(7) = O" (x), ...... . ,V. ...... = 0 M (7); 

18 
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c'est-à-dire, que les deux courbes « et O ayant entr'elles un contact de Tordre 
P — a , au point x , y , au même point les deux courbes o et O en auront un 
de Tordre p. 

En effet, x, y étant les coordonnées d'un point commun aux quatre courbes, 
nous pourrons , en faisant y — y + h , faire aussi 

x x -f- i , X = x -+- I, £ — x v , E = r 4" I. 

Si donc , à l'aide de ces valeurs , on développe les équations des quatre courbes , 
en représentant simplement par o', o’,.... O', O',...., etc., les valeurs 

o'(x), o*(x), O'(x), 0"(x)..., etc.; et d'ailleurs, en observant que * 
par hypothèse , 





o' (x) = <y (x) = o. 




on aura 






(»)•••• 


*= +7-a> + 


^ ïtc - 




, o* . 


o* „ • 




h = 4 — . p 4 

* i .a 1 


— ». P 4 etc* » 

i.a.9 


{-> — . 


c — . V* -f 
1 1 .fi ' 


* 

- ^ g . o 3 4 etc. , 


(D).... 


. o' st 

h = —.T -f- — .T* 4 
*. 1 1.2 


7X3' TÏ+rtc - 


Si de ces 


quatre développements je tire 


pour le cas où h,i, I, »,¥ sont 



-* T # 


f 


I» 


T' k ’* 


T- 


T’ 


1 1 


i .a 


i.a 


•' ' St 5 




O*' 



nuis , c’est-à-dire , pour le point x , y , la valeur des rapports 
j'ai de suite 

Mais nous avons aussi , par hypothèse , 

x — X = { — S ; 

ou, en retranchant x de chacune de ces abscisses, 
i — I = • — T, 
équation identique avec celle-ci , 

ÜrrÜ = L=JL(, + i). 



/ 
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Nous aurons donc 



?-5’ = (i : -i?) (i+I) ’ 

lorsque i et I seront nuis. Donc alors , i moins que a' ou O' ne soient nuis 
aussi ( hypothèse que nous ayons exclue) , il faut qu’on ait an point x ,‘y, 
o" = O". 

Ainsi , quelles que soient les valeurs finies de a' et G', les deux courbes (o) et (O) 
ont en x , y un contact du second degré. J’observe en passant que -J, , ^ sont 
les rayons oscillateurs de ces deux courbes ou point x , y. 

Supposons maintenant qu’on ait en général , 

a r - a 

inclusivement. 



*’■=&, a" = o" 
L’équation 

mise sous la forme 



jusqu a 



2 ) !n 



o* — ov 1 „ 



va devenir - pour son premier membre. 

Mais d’après la théorie connue de ces sortes de cas , e^' u ~^ — o^* ^ étant 
la dernière fonction dérivée de a' — o! qui soit nulle , la valeur de la fonction 

0'— O* 



a' — U' 

mais cette valeur est aussi 



est 



,M_o« 



„0— 0_ a 0— 0' 



1 «V 



X (« + !), 



a a'G' 

( lorsque i = 0 , I = 0). Si donc o", O* ne sont pas. infinis , ce qui est le cas gé- 
néral; etM’ailleurs a', O' n’étant pas nuis, ce qui est toujours notre hypothèse, 
1 o'O' 






X zéro “ o. 



Donc, enfin, an point x, y , 



o M -Q M 

J *-') _ fl 0*— 0 ' 



* 



* 
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Co qui exige que 



„« = oW. 



Mais , à plus forte raison , faut-il que 

o’ ~ O', o* = O' = O^-'l 

Donc , enfin , les deux courbes 

y — 0 (*) . y — o ( x ) 

ont entr’ellee un contact de l'ordre / $ , lorsqu'au même point les autres courbes 

y = " (5) » y = ° ( s ) 

en ont un de l'ordre a. 

En suivant une marche absolument pareille, on parviendrait à des résultats 
semblables pour les surfaces dont la forme éprouve les transformations énoncées 
dans les articles II, III et IV, $ I er , où nous avons suivi la méthode des infini- 
ment petits. 

NOTE II. 



Détermination graphique des rayahs osculateurs des sections 
normales quelconques , d’après la connaissance des rayons 
de courbure de la surface. 

— ‘ * •••> ’î ’ f / . !, . - : ! 

Dans l'article V du second paragraphe , nous avon^ vu qu’en représentant par 
f et f les deux rayons de courbure en un meme point , et par p le rayon de 
la section normale qui , avec les sections principales correspondantes à ces rayons , 
fait des angles égaux à *, ioo°— <t, p est donné en' / et p, par l'équation 

___ Vf, 

r ~ a -h r,) — (7— pj co» a»' 

Or , si l'on prend, fig. 10 , sur la droite APB , PA — f' , PB ~ f t ; l'angle APM = a« 
et PM = / , la suite des points M ainsi déterminés pour toutes les valeurs pos- 
sibles de « , forme une courbe du second degré ayant AB pour grand Itxe et P 
pour foyer. 

En effet, soient a et b le grand et le petit axe d'une courbe du second degré, 
telle que 

f' + f, = ao, , — — ic , a\Z(a‘— 4») = ac... 

c étant l’excentricité. Ces valeurs donnent immédiatement 

,':=«+ |/(a'- 4*), f , = o - V/(a‘-4*, = 



/ 
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Par conséquent , la valeur de t en (’ et f, va prendre xette nouvelle forme u „, x^MOIKK. 
__ b' 

* a — c coo a* ' 

c’est l’équation polaire des courbes du second degré , et cette équation OJ ap- 
partiendra à l’ellipse ou à l’hyperbole , suivant qu’on prendra les rayons / et t , 
dans le même sens ou en sens opposés pour produire les deux sommets A , B ; 
alors le signe de c cos a* changerait , le signe — ayant lieu pour Sellipse , lo 
signe -+• pour l’hyperbole. 

Si l’on faisait f' = - , ce qui a lieu pour la parabole, l’équation f se réduirait à 

, = “L . 

r I -f- COS Sec 

L'angle « est celui que forme la section normale quelconque dont p est le rayon, 
avec la section principale dont / est le rayon. Donc cet angle connu , le rayon p’ 
le sera pareillement. 

NOTE III. 

De l’action capillaire exercée par un fluide sur une colonne 
perpendiculaire à la surface , quand cette surface est une 
sphère concave ou convexe. 

Soient deux sphères, égales MON, POQ , tangentes en O, tout étant rempli 
de fluide autour dü point O , excepté U sphère MON ; l’action du fluide inférieur au 
plan tangent horizontal lOK sera la constante K , et cette action tend évidemment 
à faire descendre le point O ou la colonne OS. 

Au contraire , tout point q f au-dessus de c« plan , agit pour élever O ou OS. 

Donc, i*. quand la surface du fluide est une sphère concave (MON), c'est la 

’ H ; 

différence K — — qui exprime la valeur entière du fluide. 



(*) On peut • voir , en effet, daus 1‘ Application de r Algèbre à la Géométrie, par Lacroix , que 
ces expressions sont identiques avec celles qu'il a données pour les équations polaire* de l'cllipsc f 
de rUypvilx.lc et de I.i parabole. Seulement ü s '«si servi de lettres differentes ; il désiguc f pr x 
et a* par Nou» cituus avec d’autant plus de plaisir cet ouvrage d’un savant si recommandable , 
que ce même nunage a fait époque dans l'enseignement de la géométrie analytique. Il faut k 
UKUrc au petit nombre de* écrit» qui ont simplifié Ici éléments, en accroissant leur* domaine*. 
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i4a NOTES PRINCIPALES. 

Mais si le fluide est terminé par la sphère convexe POQ , il faudra retran* 
cher l’effet du ménisque PIOKQ de celui de la partie plane. 

Or l’effet des ménisques MIOKN , PIOKQ est le même sur la colonne OS. 

Car le point q du second, en faisant rq =Oq , attire autant en bas qu’en haut 
la portion Or. Cette force n’a donc aucun effet sur l'élévation ou la dépression. • 
Si donc à chaque ligne rq on mène par le point O une parallèle O q' ~rq, le point 
i f du ménisque supérieur agira sur la colonne OS, comme q sur r. Ainsi les deux 
ménisques agissent avec la même énergie : seulement l’action de l’un doit être 
ajoutée quand l'action de l’autre est retranchée. Donc, a 0 , l’action totale exercée 

n 

par le fluide terminé par une sphère convexe , est K H . 

NOTE IV. 

De l’action capillaire exercée , premièrement, entre deux cy- 
lindres enchâssés l’un dans l’autre , leurs axes étant différents, 
mais parallèles ; secondement, entre deux sphères excentriques. 

Soient AA’B’B,, ad b' b,, fig. 9, deux cylindres verticaux ayant pour bases les 
cercles AD A'. , ada\ , dont la plus grande distance a' A' soit cependant assez 
petite par rapport aux diamètres de ces tubes. 

On demande de déterminer la surface du fluide élevé on déprimé par l’action 
capillaire, entre les deux tubes cylindriques. 

Cette solution , que nous ne pouvons pas développer maintenant , est donnée 
par ce théorème général : u En concevant les sphères AEoe , A'E'aV, l’une la 
n plus grande, l’autre la plus petite de toutes celles tangentes aux deux cylindres , 
n les deux plans verticaux TEE't, Tee'i, tangents à ces deux sphères, étant 
r plongés dans U mémo fluide que les deux cylindres , le fluide s’y élevera à 
n des hauteurs qui seront la projection MKN des hauteurs dn fluide entre les 
r> deux cylindres. ( Cette projection est faite sur le plan vertical mené par les 
r axes des cylindres , on sur un plan parallèle.) 

Actuellement , cherchons suivant quelle loi doit s'élever ou s’abaisser un fluide • 
entre deux sphères excentriques. Mais avant tout , récapitulons les principes sur 
lesquel» nos considérations sont fondées. 

I. Lorsqu'un fluide s'élève entre deux tubes enchâssés l’un dans l’autre et par- 
tout équidistants , pourvu que la différence de leurs rayons soit constante , quelle 
que soit la grandeur de ces rayons , et par conséquent la courbure des tubes , 

4F 
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le fluide s’élèvera toujours# la même hauteur entre les deux cyllùdres. I# seule II®* MÉMOIRE, 
distance des parois , et non leur courbure , influe donc sur l’élévation du fluide. 

II. Si deux plans verticaux IP, i«t> sont plongés dans un fluide, et que l’éh 
conçoive la petite sphère (j) tangente à ces deux plans dont l'angle soit assez 
petit, le fluide s’élèvera à la même hauteur sur la verticale passant par le centre 
de ( s ) , que si le plan 1 $ devenu J? , toujours tangent à ( s ) , était de plus 
parallèle au premier plan IP. 

III. L’expérience fait voir que la hauteur verticale du fluide , dans le même 
tube vertical ou incliné, est la même. 

IV. Nous admettrons donc également que si deux plans , verticaux ou non , 
forment entr’eux un ang^i constant très-petit , les hauteurs verticales du fluide 
seront toujours les mêmes à la meme distance de l’intersection des deux plans ; 
c’est-à-dire, pour les colonnes fluides où ta petite sphère (5) a le même rayon. 

Maintenant reproduisons un théorème général de géométrie que nous avons 
démontré dans le Mémoire cité plus haut , page îao. 

Si deux sphères invariables sont les enveloppes extérieure et intérieure d'une 
infinité do sphères , par les centres des deux sphères enveloppes , menons un plan (n) 
qui soit pris pour plan de projection ; projetons sur lui les centres de toutes les 
sphères enveloppée» , et transportons - y ces sphères mêmes avec leurs centres 
respectifs, elles vont remplir une nouvelle partie de l'espace ; or, dans leur nou- 
velle position , elles seront toutes touchées par deux plans enveloppes (L') , (L') £ 

qui serviront de limites à cette nouvelle partie de l’espace. 

D’ailleurs ces deux plans , comme tout le reste du système , sont symétrique- 
ment placé» par rapport au plan (n); leur intersection sera donc sur ce plan, et 
perpendiculaire à la droite qui joint les centres des deux sphères invariables ; etc. 

Si maintenant nous concevons que le» deux sphères invariables soient maté- 
rielles, d’une grandeur sensible, et cependant partout à distance capillaire; en 
les plongeant dans un fluide, voici ce qui arrivera : nous supposons d’abord 
que ces deux sphères ont leurs centres sur la même horizontale. 

Par cette horizontale, menons le plan (II) vertical, les deux plans limites 
(L') , (L*) seront nécessairement verticaux. 

Or, les hauteurs du fluide entre les deux plans verticaux (L' ), (L*) seront 
précisément les hauteurs du fluide entre les sphères données ; c'est-à-dire , que 
la surface du fluide compris t*nfce les plans (L'), (L*), trace sur le plan 
milieu (n) une courbe qui, sur ce plan, est la projection verticale de la suite 
de» pointa milieu de la surface fluide entre les deux sphères données. 
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Mais nous avons vu , dès le commencement de cetta» note , que les points milieu 
du fluide compris entre deux cylindres de révolution, ont pareillement pour 
ip^ojection verticale les hauteurs du fluide compris entre deux plans limites 
pareillement déterminés : de là résulte ce nouveau théorème. 

Si le même fluide est soumis à l'action capillaire de corps homogènes, 
i w . Entre deux sphères dont les centres sont de niveau ; 
a 0 . Entre deux cylindres verticaux ayant pour bases les grands cercles de ce* 
sphères ; 

3 W . Entre deux plans tangents aux petites sphères enveloppées par les deux 
sphères ou les deux cylindres ( leurs centres transportés sur le plan vertical de 
symétrisme des sphères et des cylindres donnés ). ^ 

Le Jîuide sera élevé ou déprimé d la même hauteur entre les deux sphères , 
entre les deux cylindres , entre les dA )x plans. De manière que la courbe qui sur 
le plan de symétri»rae marquera cm hauteurs entre les deux plans matériels , sera 
la projection verticale des courbes qui marqueront les bauteurs correspondantes 
entre les deux sphères et les deux cylindres matériels. J’ajouterai que de ces deux 
dernières courbes , l'une est sur un cylindre à base elliptique , l'autre sur un sphé- 
roïde elliptique. 

Mais si les centres des sphères matérielles n’étaient pas sur une horizontale, 
il faudrait , par ces deux centres , concevoir un plan vertical (n) ; puis deux 
cylindres circonscrits aux deux sphères , et dont les axes , perpendiculaires à 
cette droite, fussent dans le plan (n) : puis , enfin, deux plans limites (L/), (L*) 
dont l'intersection fût parallèle à ces axes. Alors , encore , la courbe des hauteurs 
du fluide entre les plans (L'), (L*) serait sur le plan (n) la projection dos 
courbes des hauteurs du fluide , d'abord entre les deux cylindres , ensuite entre 
les deux sphères. N’étendons pas plus loin ces généralités. « 



NOTE Y. 



Sur l’ambiguité des signes des rayons de courbure. 

Dans la page u 6 , nous présentons les rayons de courbure sous la forme positive, 
quoi qu'ils nous aient été donnés sous la fonue négative, d'après la suite de 
nos calculs, art.HI, 5 n (aussi faut-il lire, page 104, fO—. f-f- P = — ) : il 
n'y a cependant eu cela aucune erreur. Parce que le facteur *= l/(* -f- p'~i 7 1 ) 
étant susceptible des signes ± , ce ne peut-être qu'une circonstance étrangère 
qui détermine plutôt l'adoption d'un signe que de l'autTe. 

ris UES NOTES DU SECOND MÉMOIRE, 
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TROISIÈME MÉMOIRE, 

SUITE DE LA THÉORIE DES TANGENTES CONJUGUÉES. 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 



DE L’INDICATRICE. 



ARTICLE PREMIER. 

• * 'V 

ÉQÜAXION DE L’INDICATRICE DE LA COCRBCRE DES SURFACES. 

■ hij^K ->V> - * 

T h bohème fondamental. Pour chaque point non singulier 
d'une surface, il existe toujours une ligne du second degré placée 
sur le plan tangent, ayant pour centre le point que l’on con- 
sidère, et telle enfin qu’elle indique et caractérise toujours tout 
ce qui peut être relatif à la courbure de la surface, à partir 
du point qu’on a pris pour centre. Telle est la courbe que nous 
nommons indicatrice. 

Trouvons premièrement l’équation de l’indicatrice. Considérons 
l’équation aux différentielles mêlées 



Y — y rdx + sd y 

X — x idx -+■ tdÿ 0> 



*9 
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in »< mémoire, que nous avons trouvée dans le Mémoire précédent, § II, art. I, 
comme appartenant aux tangentes conjuguées. Nous verrons qu’elle 
devient simplement aux dillëreuticlles ordinaires , lorsqu’on y regarde 
r, s, t comme des constantes arbitraires dont la valeur particu- 
lière est exprimée en fonction des coordonnées du point x,y,z, 
où l’on se suppose sur la surface dont on analyse la courbure. Alors 
celte équation devient celle d’une ligne courbe dont la nature , pour 
chaque valeur particulière de r, î, t, c’est-à-dire, pour chaque 
point particulier de la surface, doit faire connaître les relations 
qu’ont entr’elles les tangentes conjuguées, et par suite indiquer, 
déterminer la forme même de la surface. 

Observons d’abord que dans l’espace nous concevrons toujours 
la ligne courbe dont nous parlons , comme si elle était rapportée 
sur le plan tangent Z — z=p(X — x) -f- ÿ( Y — y), quoique sou- 
vent nous nous contentions de raisonner sur sa projcotion comme 
sur elle-mcme, ce qui est permis dans leurs propriétés communes. 

Dans l'équation 

Y — y . rdx + sdy 

. X — x sdx tdy ° * 

et exprimant la direction des deux tangentes conjuguées 
(placées évidemment sur le plan tangent), demandons-nous la 

courbe telle qu’au point X, Y, sa tangente soit toujours ^ ; il 
suffira de faire 

* «V _ dY 

dx ~ d\‘ 

Par cette hypothèse , l’équation des tangentes conjuguées de- 
• viendra 



r{X-x)dX + jf(Y— y)</X + (X— x)<fY)] + t(Y—y)JY — o. 

Mais dans cette équation ( comme nous restons toujours au même 
point x, y de la surface), x, y , et par conséquent, r, s, t sont cous- 
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tantes. Cette équation est donc immédiatement intégrable, et tu» mémo lue. 
elle donne 



(i). • • • KX-x)* + îs(X-x)(Y-y) + t(Y—y)‘ = C, 

C étant une constante arbitraire w . 

Or, cette équation est celle d’une courbe du second degré, 
placée sur le plan tangent a la surface en x, y, z, et de plus, 
ayant son centre en ce point. Voilà F indicatrice ; et cette courbe, 
dans les differentes variétés que peut offrir sa figure, va nous 
faire connaître les formes diverses dont peut être susceptible la 
courbujc des surfaces. Nous allons d’abord présenter les pro- 
priétés que cette courbe donne à la fois à tous les genres de 
surfaces; nous dirons ensuite quelles propriétés caractéristiques 
elle imprime à chacun de ces genres en particulier. 

En conservant toujours à et 4', ou plus simplement à ip et 4 
la même signification , nous aurons encore , comme dans le Mé- 
moire précédent, 



J 

T X-x’ 



<P~ 



èy t/Y 

djc~ dV 



Or, la première de ces deux équations est celle d’un diamètre 
de l’indicatrice (/), puisque c’est l’équation d’une droite qui passe 
par le centre x , y. 

La seconde , mise sous la forme <p = est celle de la tan- 
gente à l’indicatrice , menée par le point X, Y ( «, Ç étant les coor- 
données courantes de cette tangente): donc aussi 9 = “ ~ ^ est 



-* — *- 



(*) Pour chaque valeur différente de la constante C, l’équation (i) représente 
une courbe particulière ; mais comme tous les termes où les coordonnées se 
trouvent, les contiennent à la même puissance; toutes les courbes diverses obtenues 
par la variation de la constante arbitraire C , seront semblables et semblablement 
placées dans l’espace ; c’est-à-dire auront leurs lignes homologues parallèles. 
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ui">* mémoire. l’équation du diamètre conjugué au précédent. D’où résulte d’abord 
ce théorime général : 

Chaque système Je tangentes conjuguées de la surface au 
pointu, y , z , est formé par deux diamètres conjugués de la 
courbe indicatrice qui correspond à ce point x, y ,z. 

Telle est la loi qui, sur le plan tangent, lie entr’elles les positions 
des systèmes de droites que nous avons nommées tangentes con- 
juguées ;\o\ qu’exprime l’équation 

Y — y , rdx 4- sdy 

ou plus simplement celle-ci ( Mem. precéd., art. I, § Il ) , 

(A).... r+f ( <p'H~ Ti-') — f- = o, 
qui est identique avec elle. 

Autrement. Nous pouvons parvenir à l’équation de l’indicatrice 
par un moyen moins élémentaire, mais plus direct, et qui va nous 
làire connaître une nouvelle propriété de cette courbe. 

Supposons que. l’équation de la surface primitive étant z=p(x,y ) , 
les x et y deviennent x 4- dx ,y + dy ; en développant la valeur 
de l’accroissement dz, on aura, comme on sait, 

(</). . . dz = pdx-\-qdy-\-~(rdx'+isdxdy+tdy*)-\--^-^. etc. 

Et l'équation du plan tangent sera 

Z-z= P {X-x)+q{Y-y). 

Donc aussi l'iÿjuation d’un plan parallèle au plan tangent , et qui en 
est éloigné d’une distance dh mesurée sur l’axe de$ 2 , sera 

X-z-dh=p(X-x) + q(Y-y). 

Déterminons maintenant l’intersection de ce plan et de la sur- ** 
face primitive. 

X , Y, Z devenant alors des points de cette surface, in finim ent 




ûigitiieàb^Gattgle 
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roisins de * , y , z, puisque dh est infiniment petit ; on a ui«* mémoire. 

Z — z = dz, X — x = dx, Y — yz=idy-, 
et l’équation du plan coupant se réduit à ' 

dz — dh = pdx -1- qdy. 

Retranchant membre à membre cette équation du développement 
(d), on a 

dh = ~ (rdx'+asdxdy -f- tdy') -f- ( adx' -f- etc )-f- etc. 

Mais les différentielles du troisième ordre et au-delà, disparaissent 
devant celles du second : on a donc enfin 

2 dh rdx' -f- asdxdy -f- tdy', 

pour la projection sur le plan des x,y de la section cherchée. 

Si nous comparons • cette équation avec celle de l’indicatrice 

(*)••■• C = r(X— x)* + 2 j(X — x) (Y — y)+ t(Y — y)', 

nous verrons qu’elles deviennent identiques lorsqu’on donne à C 
la valeur infiniment petite a dh. De là résulte donc ce nouveau 
théorème : , 

Un plan infiniment voisin du plan tangent, et qui lui est 
parallèle , coupe la surface suivant une courbe du second 
degré , indicatrice de la courbure de la surface , à partir du 
point que l’on considère. 

Les diamètres conjugués de cette courbe d’intersection sontdonq 
aussi les tangentes conjuguées de la surface. 

« 

ARTICLE II. 

Propriétés des diamètres conjugués de l’indicatrice. 

Ccquation (/), en nous Élisant connaître la direction des dia- 
mètres conjugués de la courbe indicatrice, vient de nous montrer 
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in®« mémoire, l’identité de cette direction avec celle des tangentes conjuguées 
de la surface. Voyons maintenant ce que la grandeur de ccs dia- 
mètres pourra nous apprendre sur la grandeur des rayons de 
courbure des sections dirigées suivant les tangentes conjuguées, 
et normalement à la surface. 

La dislance du centre * , y , z de l’indicatrice au point X , Y, Z 
de cette courbe , représentée par a , donne 

a- = (X_*).+(Y-y)‘+ (Z— z)*. 

Mais la courbe étant placée sur le plan tangent, 
Z-z=/>(X-x)-fg(Y-y). 

Si par cette dernière équation nous taisons disparaître Z — z de 
la valeur de a*, cette valeur devient 

«*=(» +P*) (X- xy+ »pqÇX.-x) ( Y-y ) + ( 1 +î‘XY-j)*. 

Supposons ensuite, comme nous l'avons fait jusqu'ici , — 4 i 

l’équation (t) de l’indicatrice deviendra 

C=(X— x)*(r+as44-4*). 

Ces deux équations déterminent complettcmcnt a‘, et clics donnent 
p ( 1 + p') 4- + ( ■ 4- y*) 4-* 

Si nous comparons cette valeur du quarré a* du demi-diamétr« 
de l’indicatrice, à celle du rayon f de la section normale faite 

dasjs la surface , suivant la direction de ce diamètre = 4 ♦ 
Mémoire précédent , § II , art. III , 

( 1 -4- P* ) + ap<?4- 4- ( i 4- <?* ) 4* 

° ■ r + onf+aè* ’ 

nous aurons immédiatement 

• . • 

f! — £ 

7 • ’ 
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râleur où C ci a = i/( 1 -\-p' -f- </*) sont constantes pour le même iu®< mémoire. 
point x ,y, z de la surface, quel que soit 4 : 110118 pouvons donc 
poser qe troisième théorème comme propriété générale des indi- 
catrices. 

En chaque point d’une surface , les rayons de courbure des 
sections normales ont leurs longueurs proportionnelles aux 
quarrés des diamètres tracés par ces sections dans la courbe 
indicatrice de la surface. 

Il est visible qu’en faisant C= a , ce qui est toujours permis 
on a simplement p = a'. Alors l’équation des diamètres de l'in- 
dicatrice pourra remplacer l’équation des rayons des sections 
normales. 

Ce théorème , comme nous le ferons voir avec détail , ramène . 

immédiatement l’examen des formes des surfaces quelconques à la 
simple considération des lignes planes du second degré/ 

On sait que le plus grand et le plus petit des diamètres *P e 
courbe du second degré, sont les deux diamètres conjugués qui 
sc coupent à aDgle droit ; qu’il y a toujours un pareil système pour 
chaque courbe, et que , le cercle excepté , il ne saurait y en avoir 
uq plus grand nombre. 

Donc aussi , parmi les sections faites normalement sur la sur- 
face à partir d’un point donné, il y en aura toujours une plus 
grande et une plus petite que toutes les autres ; leurs directions 
seront conjuguées, etlcur caractère unique sera d’être constamment 
à angle droit : voilà les lignes de courbure. 



t*) Par cette hypothèse , nous ne voulons pas dire que le quarre a* d’une 
ligne a puisse être effectivement égal à une simple ligne f ; mais qu'en prenant 
pour unité une certaine longueur quelconque , les nombres o , c , C et f seront 
tels qu'on aura toujours cette égalité de rapports 
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On sait aussi que dans les courbes du second degré , la somme 
des quurrés des diamètres conjugués est constante , et qu’elle est 
égale à la somme des quarrés des deux axes. Or, nous .venons 
de voir que les rayons des sections normales des surfaces sont 
proportionnels aux quarrés des diamètres d’une courbe de ce 
degré ( l’indicatrice). Nous pouvons donc conclure encore cet autre 
théorème relatif à la courbure des surfaces quelconques : 

En chaque point d'une surface , quelle qu’elle soit , la somme 
des rayons de courbure de deux sections normales conjuguées 
est constante et égale à la somme des rayons de courbure de 
la surface au même point. Puisque, comme nous venons de 
le dire , ces derniers rayons appartiennent aux deux sections con- 
juguées à angle droit. 

Les courbes du second degré sont toutes symétriques par rap- 
port aux deux axes qui se croisent rcctangulairement à leur 
cedlre ; donc aussi la courbure des surfaces est, à partir de chaque 
point , symétrique par rapport aux deux axes de l’indicatrice , 
qui divisent ainsi la surface en quatre parts superposables deux à 
deux : quand ces parties sont superposées de celte manière, elles 
ont entr’ellcs un contact du second ordre. De plus, toutes les nor- 
males de la sürlàce sont placées symétriquement par rapport aux 
deux plans normaux dirigés suivant les deux axes de l’indicatrice; 
donc les normales infiniment voisines du point que l’on considère, 
et qui ont leur point d’applicalipn sur ces plans , y sont tout en- 
tières, et coupent la normale primitive chacune en un point, centre 
de la plus grande ou de la moindre courbure de la surface. 

Mais dans toute courbe du second degré, les normales parties 
de l’extrémité des axes ou des sommets, viennent toutes se croi- 
ser sur la droite menée par le centre de la courbe , perpendieu- 
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lairement à la surface w ; et toute autre normale de ces courbes, un»* mémoire. 

le cercle excepté , ne saurait rencontrer cette même droite. On 

voit donc aussi qu’en général les diverses normales de la surface 

ne sauraient rencontrer une normale infiniment voisine, si leurs 

points d’application avec le point que l’on considère , ne sont pas 

sur l’une des directions de plus grande ou de moindre courbure : 

au contraire , les normales parties de deux points immédiatement 

consécutifs et placés sur la meme ligne dé courbure, se rencontrent 

toujours. 

On peut concevoir , dès à présent , avec quelle facilité F indica- 
trice fait connaître toutes les propriétés générales des surfaces 
considérées dans leur courbure. Nous allons actuellement en faire 
l’application à l’examen des divers genres de courbures que les 
surfaces peuvent nous présenter. 

• < 

ARTICLE III. 

Discussion de l’ indicatrice appliquée à la discussion des divers 
genres de courbure des surfaces. 

L’équation 

r(X-*)‘+ 3 J (X-*)(Y-j) + r(Y-/)* = C 

de l’indicatrice , étant celle d’une courbe du second degré , elle 
peut appartenir à l’ellipse , ou à l’hyperbole , ou à la parabole ; 
et ces trois variétés vont nous offrir trois genres différents de 
formes de surfaces. 

En résolvant celte équation par rapport à Y —y, par exemple , 



Pour fixer les idées , si la courbe est une ellipse horizontale , aucune de ses 
normales , horizontale ou non , ne pourra rencontrer la verticale menée par 1® 
centre de l’ellipse. 
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ui«t mémoire, elle donne 



Y ,(X-r)±y/[Cl-(rt- J »)(X-xp] 

7 « . ’ 

équation qui représentera les formes suivantes, pour les diverses 
valeurs du coefficient de (X — x )‘ , 

i l Positif. | I. Ellipse. 

II. Négatif indicatrice. < II Hyperbole. 

III. Nul. I III. Parabole. 



I. Dans l’ellipse , tous les diamètres sont réels, et par consé- 
quent tous leurs quarrés sont positifs : donc lorsqu’une surface 
aura dans quelqu’un de ses points, l’ellipse pour courbe indica- 
trice, les rayons de toutes les sections normales en ce point seront 
de même signe , et les deux courbures de la surface , dirigées dans 
le même sens par rapport au plan tangent à la" normale : enfin , 
le caractère analytique de cette forme des surfaces , sera donné 
par cette condition rl — j* > o, qui rend l’indicatrice une ellipse. 

II. Dans l’hyperbole , partie des diamètres sont réels , et par 
conséquent chacun d’eux a son quarré positif; tous les diamètres 
conjugués à ces premiers sont imaginaires , et par conséquent 
chacun d’eux a sou quarré négatif. Donc lorsqu’une surface a 
dans un de scs points l’hyperbole pour indicatrice, partie des 
rayons des sections normales en ce point sont positifs, taudjs 
que les rayons de toutes les sections conjuguées à celles-là sont 
négatifs ; c’est-à-dire, que les premiers rayons sont tous dirigés 
dans un même sens par rapport au plan tangent, et que les rayons 
des sections conjuguées sont tous diriges du côté opposé de ce 
même plan tangent. Quand l’indicatrice est une hyperbole , en un 
mot , les deux courbures de la surface sont dirigées en sens con- v 
traires; enfin, le caractère analytique de cette forme des surfaces 
est donne par la condition rt — j* <o, qui rend l’indicatrice une 
hyperbole. 
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III. Venons au cas où l’indicatrice est une parabole , ce qui ni"* mémoire. 
semblera difficile à concevoir , puisque l’indicatrice peut être une 
courbe finie rapportée à son centre, et qu’on >a coutume de dire 
que la parabole n’a pas de centre. 

Si dans l’équation ( i ) de l'indicatrice , qui résolue par rapport 
à Y — y , donne 

• -v — * (X — x) ± t/CCl— (ri — J*) (X — x)*] 

Y— y— 7 . 

nous faisons rt — r’= o, cette valeur se réduit simplement à 
y — y— -»(X-x)±j/(CQ _ 

Or , cette équation est celle du système de deux lignes droites 
parallèles également éloignées de la droite 
Y — y — ~ *(X— *) 

1 y— t * 

qui leur est aussi parallèle. 

Celte dernière droite est l’axe du système des deux parallèles ; 
et comme elle est infinie ( *\ il faut , premièrement en conclure qu’un 
des rayons de courbure est infini ; mais pour la même raison , 
deux droites parallèles peuvent être regardées comme une ellipse 
ou une hyperbole dont un axe seul est infini ; ou bien , comme 
une parabole dont un axe devient fini. Alors il est évident que toute 
tangente à la surface passant par le point de contact x, y, peut être 
regardée comme un diamètre , et que toutes ont pour diamètre 
conjugué ou pour tangente conjuguée l’axe infini 

y 

£ • 

Ko us retrouvons donc ici toutes les propriétés des tangentes 



(*) En effet , il est dans l'esprit de la théorie des infiniment (fetit* , de con- 
sidérer deux droites parallèles comme les deux côtés d’une ellipse dont le grand 
axe seul devient infini , ou d'uae hyperbole dont l'axe imaginaire devient in fi ni. 





i56 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 



Hl"« MÉMOIRE, conjuguées que, dans les deux Mémoires précédents , nous avons 
vues appartenir au genre de courbure que nous envisageons. 

Nous venons de prouver que dans la section faite suivant la 
direction unique à laquelle toutes les autres directions sont con- 
juguées , le rayon de courbure est infini ; par conséquent , la cour- 
bure est nulle dans ce sens. Donc la tangente à la surface menée 
suivant cette direction , est osculatrice à la surface. Ainsi nous 
pouvons développer , sans rupture et sans duplicature , les deux 
éléments infiniment petits qui sont à droit» et à gauche de celte 
ligne , en les rabattant autour d'elle sur un seul et meme plan. 
Donc , en cet élément, la surface est développable : enfin ,1c carac- 
tère analytique de cette forme des surfaces est donné par la condi- 
tion rt — s' — o, qui rend l’indicatrice une parabole. 

Il nous reste à examiner deux cas particuliers, pour avoir épuisé 
ce qu’on peut dire sur la division des formes des surfaces en genres 
principaux. Si les coefficients différentiels r, s, t deviennent à la 
fois infinis, tous les diamètres de l’indicatrice deviennent infinis, 
et par conséquent avec eux tous les rayons de courbure des sec- 
tions normales. Dans ce cas , la surface est absolument sans cour- 
bure au point que l’on considère , et osculée dans tous les sens par 
son plan tangent en ce point. Si r ou / seul devenait infini , il 
faudrait qu’on eût , suivant ces cas , X — x = o ou Y — y — o : 
ces cas appartiennent à ceux où la surface se réduirait à une figne 
courbe. 

Supposons r et j infinis , mais ^ = ni limité , on aura pour équa- 
tion de l’indicatrice 



• (X — *)■ + am (X — *)(Y— ^)=o, 

système de ^!ux droites 

X — * = o, . 

X — x H- a/» ( Y — y ) = o. 



% 
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On pourra regarder ccs deux drôles comme appartenant à une ut»* mjLmoike 
hyperbole dont les deux axes seraient nuis; et cette équation 
pouvant se rapporter à celles de toutes les autres espèces d’hy- 
perboles , quand l’équation de l’indicatrice se présentera sous cette 
forme , tous les rayons de courbure seront nuis , la courbure de 
la surface sera infinie, et la surface osculée par un point, par le 
point même que l’on ^Éisidère. 

C’est d’ailleurs ce tront on pourrait se convaincre à priori par 
la considération directe des rayons de courbure. Rappelons-nous 
de l’équation (II), Mémoire précèdent, § II, art. III, qui fait 
connaître le produit des rayons de courbure , 




cst P' us grand que l’unité, d’ailleurs 
ri— s'=(l— 

or , nous supposons que - est .une grandeur finie m , quoique r 
et s soient infinis. 

Donc , si cette grandeur n’est pas égale t ( ce qui serait le 
cas des surfaces développables dont nous venons de parler il n’y a 
qu’un moment), 

= m)i 

est infini , et par conséquent , pP = o. Mais la surface n’étant pas 
'développable , p ni P ne peuvent être infinis ; donc , enfin p et P 
sont nuis. 

ARTICLE IV. 

Forme des surfaces aux points où les deux courbes sont égales, 
et dirigées dans le même sens. 

- -Tour suivre toujours une méthode uniforme, nous considére- 
rons d’abord les surfaces dont l’indicatrice est elliptique, ensuite 




i58 



DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 
m«* mémoire, celles dont l’indicatrice est hyperbolique pour uq de leurs points , 
et nous traiterons ces deux cas avec toute l’étendue que mérite 
l’importance du sujet. 

Dans le premier cas, pour que les deux courbures soient égales, 
il faut aussi que les quarrés des axes de l’ellipse indicatrice soient 
égaux, puisque les rayons de courbure leur sont proportionnels. Il 
faut donc que les axes mêmes de l’cllip^ksoient égaux et que 
l'ellipse soit un cercle. Mais dans le cercle , tous les. diamètres 
sont égaux aux deux axes, qui pour celte raison ne sont plus 
uniques et distincts. Ainsi , danë ce cas , la courbure de toutes les 
sections normales est la même , et l’on ne peut plus dire que la 
surface présente une plus grande ni une moindre courbure. 

Que deviennent donc alors les lignes de courbure ? Passent-elles 
par tous les points de h surface , excepté par les points singuliers 
où les deux courbures deviennent égales ? Mais cela n’est pas dans 
l’esprit de la géométrie. Y passent-elles toutes à la fois, ou seu- 
lement en nombre déterminé ? Enfin, à quels caractères pourrons- 
nous reconnaître ces diverses anomalies ? Telles sont les questions 
qui vont nous occuper. 

% Reprenons l’équation générale de l'indicatrice 

* C =r(X — x)*+as(X — x)(Y — y)+ f(Y — y)*, 

et rappelons-nous que cette projection faite sur le plan des x,y 
doit , dans l’espace , être rapportée sur le plan tangent 

o=p(X-x) + q(Y-y)-(Z-z), 
où elle a son centre au point de contact x, y, z. 

Maintenant si la courbe indicatrice doit être un cercle, on ex- 
primera celte condition en disant qu’elle est sur une sphère 
R‘ = (X — xj* + (Y — y)‘+(Z — z)*, 
ayant comme elle son centre en x , y, z ■ Mais l’indicatrice otenv. 
aussi sur le plan tangent, n’est autre chose que l’intersection de 
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cette sphère et de ce plan : chassant donc Z — z de ces deux m„, mémoire. 
équations , nous aurons pour la ppojcction de l'indicatrice sur le 
■plan des x , y , l’équation 

R*= (i+p‘) (X—x)' + ipq (X—x)(Y—j)+(i+q‘)ÇY—y)\ 

Mais * • 

* </)... C = r . <X-x)'+ as) . X — x) (Y— y ) t . (Y -y)* 

est , par hypothèse , l’équation de cette même projection ; par 
conséquent, ces deux équations %ont identiques ; on a donc im- 
médiatement pour remplir celte condition , 

5) ■ +p “ pq ■ 4- g* 

C r s t 

Autrement. Nous pouvons parvenir au même résultat plus ra- 
pidement encore : nous avons vu dans ce Mémoire , art. II , que la 
grandeur des diamètres de l’indicatrice est, en appelant 4 la tan- 
gente trigonométrique de l’inclinaison de leur projection sur l’axe 
des x , * 

a ,_ (' +P‘) -t- a + (I 4-9*) 4-' c 
r+as^ + tÿ " ,Vy »- 

si donc on veut que tous les diamètres soient égaux entr’eux, il 
suffit que cette valeur devienne indépendante de 4; or, c’est ce 
qui exige que 

1 + p* pq 1 + g* 

r t t ' 

Tels sont donc les caractères généraux de tous les points des 
surfaces où les deux courbures deviennent égales lorsqu’elles sont 
d’ailleurs dirigées dans le même sens. 

Ces équations sont précisément les équations 3e condition aux- 
quelles nous venons de parvenir, et que nous avions déjà trouvées 
dans le Mémoire précédent, mais d’une manière moins rapide. 

tli maintenant hous reprenons l’équation des lignes de courbure, 
en la présentant sous la forme cfue nous lui ayons donnce*dans le 



>y Google 
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iu m> mémoire. Mémoire précédent , § II, art. II, 



rr= o. 



nous reconnaîtrons, à sa seule inspection, que tous ses tenues 
s’évanouissent à la fois quand les deux frtyons de courbure de- 
viennent égaux , et qu’alors cette équation s’offrant sous la forme 

<2)'-°+(r>+° = °. 

(?') devient indéterminé, et susceptible d’une infinité de valeurs 
différentes. 

Cependant ne nous bâtons pas encore d’en conclure qu’aux points 
où les deux courbures de la ^surface sont égales et dirigées dans 
le même sens , viennent se croiser une infinité de lignes de cour- 
bure. Car nous savons par la théorie du calcul différentiel w , qu’il 
est des cas où certaines grandeurs se montrent sous une forme 
indéterminée sans être telles en effet : ce sont ceûx où l’équation 
générale dit plus ou dit moins que le cas particulier que l’on con- 
sidère , d’où nous pourrions déjà conclure qu’en général , dans les 
points singuliers dont nous nous occupons actuellement, il y a 
plus ou il y a moins de deux lignes de courbure ; il y en aura donc 
une seule , ou trois , ou un plus grand nombre ; mais ces induc- 
tions excellentes pour nous guider dans la recherche de la vérité , 
ne doivent jamais être regardées comme des preuves absolues. 

Eclaircissons d’abord cette difficulté par des considérations géo- 
métriques : l’indicatrice 

(*)..•• ,C=r(X-*)N-«(X-*)(Y-y)-W(Y-yO*, 

lorsqu’on néglige les quantités du troisième ordre, est susceptible 



C*) La théorie de l'élimination présente aussi les mêmes particularités. 
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de sc placer tout entière sur la surface , en faisant ni»* mémoire. 

X — x = dx , Y — y — dy, Z — z — dz, 

et alors elle est aussi sur un plan (yr ) , 



Z — (z — dh)=p (X — x) + q( Y — y) , 

qui passe par le point x, y, z — dh , dh étant une constante 
arbitraire. C’est ce que nous avons déjà démontre dans ce Mémoire, 
voyez la seconde méthode de l’article I. 

On peut en effet négliger ces puissances dans la recherche des 
a ses ( qui conduit à celle des lignes de courbure) , lorsque ces 
mêmes axes sont inégaux ; parce que les différences apportées par 
une telle simplification , n’altèrent la grandeur et la direction de ces 
axes que dans un rapport infiniment petit. Mais si les axes ne diffé- 
raient qu’infiniméntpeu l’un de l’autre, ou s’ils étaient égaux (or, c’est 
le cas que nous considérons), on ne pourrait plus négliger les puis- 
sances du troisième ordre; il faudrait par conséquent regarder 
l’équatiou de l’indicatrice comme incomplcttc, et par conséquent 
aussi regarder l’équation des lignes de courbure , immédiatement 
dérivée de celle-là, comme une équation inexacte. 



En effet , si , considérant l’équation de» axes a , de l'indicatrice 









<** - ( * +p*)(X-x)'+. WCX — X) ( Y— y) + [i +?■( Y— y)-) , 
on observe que a est nécessairement un maximum ou un minimum par rapport 
aux autres diamètres , on aura pour cette condition , 

et l'équation des lignes de courbure résultera immédiatement de l'élimination 



de 




entre cette équation et celle 



de l'iudicatricc 



(.*)••■• C = r (X-x)*+a,(X-*) (Y-y) + t (Y-y), 



qui différentiée 2 donne 
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ni» mémoire. C’est précisément parce que, dans le cas actuel, l’équation des 
lignes de courbure n’a plus toute la généralité que comporte la nature 
de ces lignes , qu’elle se présente sous une forme indéterminée ; 
comme nous l’avions annoncé d’avance d’aprcs les principes géné- 
raux de l’analyse. 

Néanmoins nous allons voir que cette équation peut encore nous 
luire connaître la position des points singuliers que nous considé- 
rons , et la direction des lignes de courbure qui passent par eux. 

Si je considère à la fois tous les points d’une surface , en chacun 
desquels les deux rayons de courbure sont égaux entr’eux , ou ce 
nombre sera limité , et alors les points seront isolés sur la surface ; 
ou il sera infini et de nature à former sur la surface une courbo 
suivie : ou bien , enfin , la surface elle-même jouira dans tous scs 
points de la propriété d’avoir ses rayons de courbure respecti- 
vement égaux en chaque point , et toujours dirigés dans le même 
sens. Ce dernier cas , à la rigueur , n’appartient pas à cet article. 
Cependant pour ne pas revenir sans cesse sur le même objet , nous 
en montrerons aussi la solution. 

Occupons-nous d’abord du cas le plus général , de celui où les 
points , à partir desquels les deux courbures sont égales , forment 
une courbe continue. 

Déjà nous connaissons celte courbe ; elle est indifféremment 
donnée ou par l’équation unique 

[( 1 -f- q') T— spqs ■+■ (1 +p') t }* = 4 ( rt— s*) ( 1 g* ) , 

ou par la double équation 

i + p* pq > + v" 

r s I 




Il suffit , pour s’en convaincre, de jeter les yeux sur les équations correspondantes , 
d'où nous avons déduit celle de lignes de courbure (second Mémoire , art. II). 
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i; #. 

Si maintenant à partir d’un point x,y, z , où les deux cour- m— mémoire 
bures sont égales, je passe au point*', y', z' immédiatement consé- 
cutif et jouissant de la même propriété ; il est évident qu’en ce point ’ - 

x , y , z 9 

seront devenues ►'« * 

* + àx , y + djr , z + dt , * 

et par conséquent alors, au lieu de • " 

P » î i r , s , t * 

on aura * 

W • ' 

P 4- dp , q 4- dq ; r 4- dr, s ds , t + dt. 

Maintenant nous mettrons 

P' » 5 ' i P , s' , /' 

pour ces valeurs complcttes. L’équation des lignes de courbure 
pour ce nouveau point sera donc, (C) 

($0’ «‘-kov-pyo + ( j£) c( * +/*)''— ( ■4f ,, in+^-(i+p'*y=o. 

Puisqu’on ce nouveau point les deux courbures sont encore égales 
eutr’elles, je dois avoir aussi pour ce point, 

l+El = Zf = L + £, 

et par conséquent , 

PYf=oj (d[(i+q')s — pqt\ — o, * 

d’où | </[(!-!-?•) r—(i+p*)(J = o, 

( p'q'P— (i + p‘)s'=u\ (d[ pqr—(i+p‘)s] = o. 

Enfin, nous observerons que le système de ces équations ne dira 
rien de pins que l’équation unique 

[( i +?*) r — apqs -f- ( i -+-/>* 3 0* = 4(rt —s‘ ) ( i-f p’+ q’), 

et son équation différentielle prise en marchant sur la surface 
primitive. 



Qt 
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ni">< mémoire Mais si au lieu de suivre la direction des courbures égales , je 
veux me diriger sur les lignes de courbure du système général ; 
j’observerai d’abord que les trois coefficients de l’équation primi* 
tive (C) des lignes de courbure étant nuis , les trois coefficients de 

l’équation dérivée ( C ) se réduisent aux simples différentielles de 
ces dernières ; et parce que les accroissements dy et dx ne mon- 
teront qu’au premier degré dans ces coefficients ; que déjà ^ ap- 
partenant aux lignes de courbure, est au second degré dans ces 
équations , l’équation ( C ) se réduira nécessairement à une équa- 
tion du troisième degré en ^ ; nous la représenterons par 

(r). ... A (£)*+b(£)+C (£) + D = o. 

Puisque cette équation est du troisième degré, elle a toujours 
une racine réelle , et ne peut pas en avoir seulement deux réelles : 
donc , quand les ombilics sont donnés “par une équation de cette 
forme , premièrement , il passe toujours au moins une ligne de 
courbure par chaque ombilic ; secondement , il ne peut pas y en 
passer deux seulement; troisièmement , il peut en passer trois. 

11 est évident que l’équation générale (T) sera satisfaite d’elle- 
même lorsque l’équation 

U* + q')r~~ V? 4 +( x +p , )t]' = <k(rt— s‘) (i +p‘+q’) 

qui appartient à la ligne des courbures égales , aura lieu ; ou , ce 
qui revient au même , le système des équations différentielles 

<*[(* +?')*— pqt] = o K 
+q')r — (i+P*)0= o > 

</[ pqr — (i+/>*)jJ = o. 

Ainsi , des trois facteurs dans lesquels en peut concevoir l’équa- 
tion (T) décomposée , il y en aura toujours un qui présentera 

« 
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*1 SOUS une forme rationncUe , et ce facteur sera donné par m 
dx 

l’équation différentielle de l’équation unique des courbures 
égales : donc alors une courbe unique représente un système 
particulier de lignes de courbure , et qui n a rien de commun 
arec le système général donné par l’équation ordinaire (C) des 
lignes de courbure. 

De sorte que le facteur du second degrc restant, représentera 
les deux lignes du système general ; par conséquent , ccs lignes 
au point que l’on considère , seront toutes deux réelles ou toutes 
deux imaginaires. Il y a plus, je dis qu’elles seront généralement 
réelles, et ne pourront devenir imaginaires que pour quelques 
points particuliers ( exception dont nous parlerons dans un mo- 
ment). En effet , l’équation (r) n’est autre chose que l’équation (C) 
des lignes de courbure au point x + dx , y + dy , z + dz, point 
où les deux courbures ne sont plus égales ; puisque nous mar- 
chons sur les deux lignes autres que la ligne des courbures égales. 

Aussi j’' aura nécessairement deux valeurs réelles ; puisque toutes 
dx 

les valeurs de l’équation ( C ) sont réelles pour les parties réelles 
de la surface w . 



c*) Pour se convaincre de la vérité de cette assertion , observons que si dans 
l'équation (C) les valeurs de 5 ° n( réelles , elles le seront encore en 



changeant de plans coordonnés , de la manière la plus générale. Supposons donc 
qu'on rende le plan tangent parallèle au plan de projection des x , y ; alors 
p et q s'évanouissent , et l’équation des lignes de courfa^Uevient simplement 




équation dp second degré dont le terme constant est négatif , ce qui exige que 
les deux racines soient constamment réelles ; donc , aussi , en repassant au système 



général de plans coordonnés , les deux valeurs de 
pour tout autre point qu'un ombilic. 




seront encore réelles 
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iii» mémoire. Passons maintenant au cas où la surface n’aurait qu’en des points 
isolés ses deux courbures égales. Il est évident qu’alors on ne 
pourra point passer , d'une manière continue , d’un de ces points 
à l’autre : il faudra donc, quand on fera pour cet effet, dans les 
coefficients de l’équation (C) des ligues de courbure , 
x'~x+dx, y'—y + dy, z'z=z + dz-, 

fl faudra, dis-je, que les deux valeurs de ^ deviennent imaginaires. 

Ainsi , dans ce cas tout opposé au précédent , les deux racines 
du facteur du second degré appartiendront à la ligne unique des 
courbures égales, laquelle ligue ne sera plus qu’un système de 
points. 

Et par couséqueut, alors, le facteur linéaire appartient à la fois 
aux deux lignes de courbure du système général. Donc , dans ce 
cas , la plus grande et la moindre courbure , au lieu d’étre cons- 
tamment à angle droit, se confondent dans leur direction. 

• J . Quoique ces dernières conséquences semblent bien différentes 

de celles du cas précédent , elles ne sont pourtant pas contradic- 
toires avec lui. Car si deux des trois racines de l’équation ( r ) 
pouvaient appartenir encore aux lignes de courbure du système 
général , il y en aurait au moins une qui serait imaginaire ; tandis 
que nous avons démontré qu’elles sont constamment réelles. C’est 
donc pour satisfaire à cette condition plus générale , que les deux 
racines du facteur du second degré appartiennent aux courbures 
S égales dès qu’elles sont imaginaires ; alors le facteur linéaire , et 

par conséquent i|^l , reste pour satisfaire aux lignes de cour- 
bure , qui s’identifient au poiut que l’on considère. 

Il pourrait, au reste, s’offrir un cas singulier, lorsque la ligne 
des courbures égales se réduit à des points isolés. Quoiqu’alors , 
pour cette courbe , le point x +dx , y -f- dy, z-f- dz soit nécessai- 
rement imaginaire, ^ pourrait être réel. Alors, aussi, l’équation 
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du troisième degré (r) aurait ses trois racines réelles. Mais si l’on ut« mémoire. 
passait aux projections sur les plans des x, z et des y, z, il n’y 
aurait plus qu’une racine réelle , toujours appartenante au sys- 
tème général des lignes de courbure : nous rentrons ainsi dans 
le cas précédent 

Observons , enfin , que si les quantités 

1 -*-/»* _ M _ < 4- g‘ 
r a t 

ne différaient que par un facteur constant , les différentielles pre- 
mière, seconde, troisième, à l’infini des coefficients 

(i+q‘)s—pql, (i-f-y*)r — (1 + p‘)t, pqr—Çi+p^s 
seraient constamment nulles. On ne pourrait donc jamais avoir de 
valeurs particulières pour au point que l’on considère , et cette 

grandeur resterait par conséquent indéterminée. Alors une infinité 

de ligues de courbure se croiseraient au point x, y, z. 

Les différentielles des trois coefficients de (C) seraient aussi 
constamment nulles , si la double équation 

’i? tH» •i» «yT *»* - •éfciL 

■ +p* ■ + <?• 

r s t 

contenait dans chacun de ses membres un radical qui s’évanouit 
au point x, y, z. II y aurait donc encore une infinité de lignes de 
courbure qui se croiseraient en ce point. Or, un radical s’éva- 
nouira dans 

1 +P' _ <? 

r a t ’ 

lorsque deux ou un plus grand nombre des points oii les deux 
courbures sont égales , se confondront en un seul point. Ainsi , 
les ombilics où se croisent une infinité de lignes de courbure 
peuvent être considérés chacun comme le système de deux om- 
f '.' I iis où il ne passerait qu 'une ligne de courbure. 
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L’ellipsoïde va nous offrir un exemple extrêmement remarquable 
de ces deux espèces d’ombilics. Considérons d’abord le cas le plus 
général , celui où les trois axes de l’ellipsoïde sont inégaux. 

Si dans la section principale du grand et du petit axe, je cherche 
le diamètre égal au moyen axe, ces deux dernières lignes seront 
à angle droit ; elles seront les axes de la section laite sur l’ellipsoïde 
par le plan qui les contient ; mais nous les supposons égales : donc 
la section est un cercle. Maintenant, faisons marcher le plan cou- 
pant parallèlement à sa position primitive ; il arrivera enfin à n’etre 
plus qu’infiniment peu distant du plan tangent qui lui est parallèle; 
alors il coupera l’ellipsoïde suivant une courbu infiniment petite , 
et ce sera l’indicatrice appartenant au point de contact de ce même 
plan tangent. Or, toutes les sections faites par des plans parallèles, 
sur les surfaces du second degré , sont des courbes semblables. 
Donc l’indicatrice que nous considérons est un cercle, et par con- 
séquent le point qui lui correspond sur l’ellipsoïde, un ombilic. 

Mais sur la section principale du grand et du petit axe , je puis 
toujours trouver deux diamètres égaux au moyen axe. Ainsi les 
plans qui passeront par le moyen axe et par chacun de ces dia- 
mètres , nous offriront deux sections circulaires différemment 
dirigées sur l’ellipsoïde : d’ailleurs, on peut toujours mener, paral - 
lèlement à un plan donné, deux plans tangents à l’ellipsoïde. Nous 
trouverons donc quatre plans tangents parallèles aux sections 
circulaires; par conséquent quatre indicatrices circulaires, et dés 
lors quatre ombilics de l’ellipsoïde. Enfin, comme on ne saurait 
tracer sur la surface aucun cercle dirigé dans l’espace, autrement 
que. ceux dont nous venons de parler , il ne saurait y avoir sur 
l’ellipsoïde ni plus de quatre indicatrices circulaires, ni par con- 
séquent plus de quatre ombilics. 

Enfin , le système de ces quatre ombilics devant être à la fois 
symétrique par rapport aux plans principaux, ils sont deux à deux 
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sur l’un de ces plans, et il est facile de voir qu’ils sont tous quatre tu»* mémoire. 
sur le plan du grand et du petit axe. 

Ces quatre points sont isolés sur l’ellipsoïde; voilà pourquoi 
il ne passe par chacun d’eux qu’une ligne de courbure ; c’est la 
moyenne section principale. Elle est ainsi divisée eu quatre parties, 
alternativement de la courbure > , <i , > et < : les deux plus 
grandes contiennent les sommets du grand axe, les deux moindres 
les sommets du petit axe. 

Maintenant supposons que le moyen axe diUërc de moins en 
moins du petit axe , les plans des sections circulaires se rappro- 
cheront de plus en plus du petit axe, et les quatre ombilics se 
rapprocheront de plus en plus , deux à deux , des sommets du 
grand axe. 

Enfin , quand le moyen et le petit axe seront égaux , ces deux 
axe seront sur deux sections circulaires dont les plans ont leur 
direction identique ; et les ombilics se réuniront deux à deux aux 
sommets du grand axe. Donc alors , au lieu d’une ligne unique , il 
passera par ces doubles ombilics une infinité de lignes de courbure. 

Nous savons en effet que l’ellipsoïde dont deux axes sont égaux, 
devient une surface de révolution dont les méridiens sont autant 
de lignes de courbure , et ces méridiens, en nombre infini , se 
croisent évidemment tous aux deux sommets de l’ellipsoïde w . 



<«> Si le moyen axe , au lieu de se rapprocher du petit , se rapprochait du 
grand axe , et lui devenait égal , les ombilics se rapprocheraient deux à deux 
des sommets du petit axe , pour s'y réunir dans ce dernier cas ; et alors il y 
aurait encore une infinité de lignes de courbure qui passeraient par les doubles 
ombilics ; alors ce seraient les ligues de moindre courbure , comme dans l'hypothèse 
précédente. Enfin , si les trois axes devenaient égaux , tout diamètre deviendrait 
le moyen axe ; toute indicatrice , circulaire ; par conséquent aussi tout point 
un ombilic , et toute ligne, [une ligne de courbure : aussi 1a surface devieadrait- 
elle alors une sphère, 

sa 
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ui« mémoire. Nous ferions connaître avec une égale facilité le nombre , la 
position et la nature des ombilics de l’hyperboloïde à deux nappes. 
On trouvera peut-être quelque simplicité dans ces déterminations 
géométriques d'éléments , où les calculs diflérenticl et intégral 
avaient seuls conduit jusqu’ici. 

Récapitulons , enfin , la série des faits que nous venons de par- 
courir. Voici les variétés principales qu’offre la forme des surfaces 
à partir des points où les deux courbures devenant égales et l’équa- 
tion générale des lignes de courbure prenant une forme indéter- 
minée, c’est l’équation du troisième degré aux difiërences ordinaires 



qui remplace cette équation. 



I. Lorsque les points de la surface où les deux courbures sont 
égales , forment une ligne courbe , en chacun de ces points il y a 
trois lignes de courbure , savoir : deux lignes de courbure du sys- 
tème général , et la ligne unique des courbures égales. La courbe 
lieu des centres de cette dernière ligne , est précisément l’intersec- 
tion des surfaces des centres de moindre et de plus grande cour- 
bure. Ainsi, les normales à la surface dans toute l étendue de 
la ligne des courbures égales se coupent consécutivement , et 
forment une surface développable : voilà pourquoi cette ligne 
est aussi une ligne de courbure. 

II. Lorsque les points où les deux courbures sont égales, sont 
isolés , et par conséquent en nombre fini , chacun d’eux représente 
une branche entière de la ligne des courbures égales; les tangentes 
de ces branches y deviennent imaginaires , et par conséquent en 
nombre pair : enfin , par chaque point il ne passe plus qu’une seule 
ligne de courbure réelle. Cette ligne uuique appartient à la fois aux 
groupes des lignes de plus grande et de moindre courbure , de 
manière qu’en marchant sur elle , lorsqu’on dépasse ce point , on 
se porte des lignes de plus grande sur celles de moindre courbure. 
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ou réciproquement : tels sont les ombilics de l’ellipsoïde , et de ni»» mémoire 
l’hypcrboloïdc elliptique. 

III. Enfin , dans les points où les deux conrbures sont égales , 
et pour lesquels les coefficients de l’équation ordinaire des lignes 
de courbure ne diflèrent que par des facteurs constauts ; ou , pour 
parler le langage de la géométrie, lorsque deux des ombilics que nous 
venons d'examiner se réunissent en un seul, une infinité de ligues 
de courbure viennent se croiser à ce double .ombilic : tels sont 
les sommets des surfaces de révolution , des cônes, des coquillages 
en spirale, etc 

Disons un mot maintenant de la surface qui , dans chacun de scs 
points , présenterait le caractère constant d’avoir scs deux cour- 
bures égales. _ 

Rappelons-nous que le caractère constant des points qui jouissent 
de cette propriété , c’est que pour chacun d’eux indicatrice devient 
un cercle , et que la surface est osculéc dans tous les sens par une 
sphère. On peut doue alors regarder la surface proposée comme 
l’enveloppe par osculation , d’une sphère variable de rayon , ou d’un 
rayon constant ; par conséquent en chaque point l 'indicatrice cir- 
culaire sera entièrement sur l’enveloppe et sur la sphère enve- 
loppée correspondante à ce point. Mais par la théorie des enve- 
loppes, nous savons que la courbe de contact de l’enveloppe et 
de l’enveloppée , est à la Ibis sur deux enveloppées immédiatement 
consécutives. De plus , l’intersection de deux sphères est toujours 
un cercle dont le centre est en ligne droite avec les centres des 
deux sphères , et dont le plan est perpendiculaire à cette droite. 

Ainsi quand deux sphères ont un point commun sur la droite qui 
joint leurs centres, il faut que le cercle de leur intersection se 
réduise à ce point unique qui est son centre , ou qu’elles aient 
à la lois tous leurs autres points communs , et soient par consé- 
quent identiques. 
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Mais quelle que soit la forme d’une surface, on peut toujours 
mener un plan infiniment près de chaque plan tangent , et qui coupc 
la surface suivant une ligne : cette ligne est l’indicatrice. Donc, par 
la nature même des surfaces, cette ligne ne peut se réduire for- 
cement à un point [ou à deux ( * 5 ], sans que la surface enveloppe se 
réduise à une ligne seulement. Il n’y a donc que la sphère , parmi les 
surfaces , dont les deux courbures soient partout égales ; et les 
seules grandeurs graphiques qui puissent ensuite présenter géné- 
ralement cette propriété , sont les lignes courbes ou les surfaces 
dont l’aire est nulle. 

Ainsi , ce résultat extraordinaire aux yeux même du géomètre 
qui l’a reconnu et démontré le premier , se déduit simplement comme 
une conséquence d’une méthode uniforme et générale. 

On doit voir maintenant avec quelle facilité la considération de 
l’indicatrice nous lait connaître toutes les propriétés de la forme 
des surfaces. C’est qu’en effet elle est , comme son nom l’annonce , 
essentiellement propre à indiquer , à caractériser la forme de la 
courbure des surfaces, à partir de chaque point; et elle conduira 
toujours aux solutions les plus simples dans les questions relatives 
à la courbure des surfaces , en fournissant d’ailleurs immédiate- 
ment les équations, ou l’équation du second ordre. 

Comme ces développements ont déjà pris une étendue que l’on 
trouvera peut-être disproportionnée avec le reste de cet ouvrage , 
nous ne pousserons pas plus loin l’examen de la forme des sur- 
faces dans les cas singuliers où il faudrait recourir à des équations 
(r') , (r”) . ... du quatrième ordre , ou du cinquième , ou au-delà. 
Nous les exposerons dans un Mémoire séparé. 



<*) Elle sc réduit au systémade deux points , parce que l’équation de l’indicatrice 
est du second degré : effectivement cela exige que la surface enveloppe se réduise à 
une ligne courbe. 
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ARTICLE V. 
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Parallèle des résultats de V article précédent, avec les résultats 
déjà connus. 

Je viens d'exposer mes idées sur les ombilics ; je me suis efforcé 
de multiplier les preuves , de les vérifier par des exemples pour en 
augmenter autant qu’il était en moi la conviction. Mais comme 
les résultats de l’article précédent offrent quelques légères diffé- 
rences avec ceux de l’auteur qui le premier nous a fait connaître 
les points les plus remarquables de ceux dont nous nous occupons 
maintenant , nous croyons devoir rapporter les passages où ce 
grand géomètre s’est occupé d’un tel sujet. Que si nous nous trom- 
pons dans nos doutes , nous dirons pour notre excuse , avec un 
Italien ingénieux : anche il fallare dopo un tanto maestro sarebbe 
bello. 

Nous allons d’abord rapporter le passage qui traite des ombilics 
en général ; nous verrons après quelles sont les applications qu’il 
a présentées. 



De la surface dont les deux rayons de courbure sont égaux 
entr’eux et dirigés du même côté. Art. II , Analyse appliquée. 
Monge. 

« Avant de quitter les différences secondes , nous observerons 
» qu’en faisant, pour abréger, 

» (i + ç*) r — M s — A, 

» (1 -î -q‘)s — pqt = B, 

» (1 +/>*)■* —pqr= C, 

» {i+P‘)t — pqs = D, 
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>U"i« mémoire. » ce qui donne 

» A + D = h 

y> pq{ A — D) = (> -+-/>*) B — (i-f-ç*)C- 
» L’équation générale (E) l ** ! des lignes de courbure , qui devient 
» alors 

» B dy' 4- (A — D ) dxdy — Cdx' = o , 

» produit deux valeurs de qui ne difiërent cntr’elles que par 

, » le radical V*( A — D)* -H ABC. 

» Or, ce radical est le même que celui qui entre dans la valeur 
» du rayon de courbure , c’est-à-dire , -que la quantité 
» (A— D)*H-4BC, ou (A-f-D)* — 4 (AD — BC) est =h'—kk‘g '***>, 



(*J h = (i + q') r — apqs + ( i + p* ) t. 

(Voyez Mémoire précédent, art. III, $ II ; l’équation aux rayons de courbure 
donnée par Monge. ) 

1**1 Cette équation (E) n’est autre chose que notre équation 

<C). . . • (j^y [0 +?*)*— PïQ + [0+9*) r— (1 +p') Q+pqr — (1 +p')s=o. 

t***l En effet , en rapportant dans le Mémoire précédent , nos valeurs des rayon» 
de courbure à celles d'Euler et Monge, données par l'équation 

nous ayons yu qu’elles devenaient identiques , en remettant pour g , h , k leurs 
valeurs 

g=rt — s M , h =r( 1 r — opqs -f ( 1 -» *■ = 1 + />••+• <7*. 

A la simple inspection de ces valeurs , il est évident que 

A + D = (i-4-q*)r — apqs-f (1 -f -p*)tz=h, 
comme nous l'avions indiqué dans la note 1*1 ci-dessus. 

Mais par la définition même des grandeurs A, fi, C, D, 



Digitized by Googl 



-1- THÉORIE. SECTION I. i 7 5 

» cc qui est facile à vérifier. Donc dans la surface dont nous nous ui». mémoire. 
» occupons , et pour laquelle le radical est nul , les deux valeurs 

rfy 

» de £ relatives aux lignes de courbure, sont égales cntr’elles. 

» Donc , excepté les cas particuliers pour lesquels les trois quan- 
» tités B , C , A — D sont chacune égales à zéro , et ne déterminent 

» aucune valeur pour la surface n’a pour chaque point qq^inc 

» seule ligne de courbure : ainsi tous les points sont des ombilics 
» analogues à ceux que nous avons remarqués être au nombre de 
» quatre sur la surface de l’ellipsoïde. Recherchons d’abord les 

» surfaces qui sont dans le cas de V exception » 

Ici , par une analyse infiniment élégante , Monge démontre que 
la sphère est la seule surface qui convienne à la coexistence des 
trois équations aux dillércntielles partielles du second ordre 

B — o y C = o , A — D = o, 
lesquelles, comme il est évident à la seule inspection, ne sont 



et AD r= [(i -f. f)r — p<7î] [(i -f- p*)f— w ,] 

BC = [0 +'/'•>— wG LC 1 w r 3 . 

on, en développant ce» deux produits 

AD= (, +p’ + q')rt + p'tf.rt + p> q 'S - [(, -j- q')rs + (i -f p')ls~\pq ; 
et 

BC =(t +p-+ fts'+p'q*..,' +p>tf.rt— C(t + <f), s + (, -\-p')u]pq : 

produits dont la différence est évidemment 

AD — BC = (t +p* + 9 , )(rt-s*), 
c'est-à-dire , k‘.g : donc 

( A 4 - D)‘ — 4 ( AD — BC) = A* — 4k-g. 

C “* précisément la partie de R placée sous le radical ; cc qui démontre 1. 
résultat avancé par Monge. 



■4 
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jii«* mémoire, autre chose que notre double équation 

» +p* P? » ri-<?‘ 

r j * 

Monge arrive ensuite à cette observation importante et qui lui 
est due, qu’il y a sur les surfaces des points par lesquels il ne 
passe qu’une seule ligne de courbure. Voici comment il s’exprime 
à «e sujet. 

« Pour toute autre surface de ce genre ( du genre où les deux 
» courbures sont égales et dirigées du même côté ) , chaque point 
» est un ombilic par lequel il ne passe qu’une seule ligne de cour- 
» bure , et l’équation de cette ligne 

» B dy' + (A — D ) dxdy — C dx'= o 

» étant un quarré parfait , peut être remplacé par sa racine quarrée, 
» qui est indifféremment l’une des deux suivantes : 

» aB dy ri- ( A — D) dx = o , 

» aC dy + (A — D) dx — o , 

» ou, remettant pour A, B, C, D, leurs valeurs, et chassant 
» r, s , t, l’équation de la ligne unique de courbure sera indiffé- 
» remment 

» .rf* = S [(> +î*) dp — pqdq], 

» OU _ 

» d y — 5 K 1 +p') — M d P ] » 

» équations qui , appartenant à une même courbe , peuvent être 
>i regardées comme équivalentes à celles de scs deux projections. » 
Pour examiner avec attention cette théorie, considérons d’abord 
la surface de la sphère. Soit donc 

x* ri- y' -f- z* = r* 

son équation. J’en tire immédiatement , par des différentiations 
partielles successives , 
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dt _ X * 

1 Ti""" "" z* 




dz y 

3; =*=-y 


d’où 








1 *y 

7 TX = + -i 


f* an y t 


ensuite les coefficients différentiels du second ordre, sont 


«*»■ r '•-r. 


dx d*. xy m 


< U r* — X» 


n~~ f ^r -7 

Donc enfin, 


<Ec "" * 


2ÿ z* 


>+'•_ j. 


XK 


1 +** 


c *» 


— — — z; 


T 



Donc aussi, pour tous les points de la sphère, on doit avoir 



I -f- 7T * WJt I -f"** 

« ~ ~ T 

Mais dès que les deux courbures d’une surface courbe sont égales 
en un point, et dirigées du même côté, cette surface est susceptible 
d’être en ce point osculée dans tous les sens par une sphère. 

D’ailleurs p, q-, r, s, fêtant les coefficients différentiels partiels 
du premier et du second ordre d’une surQicc quelconque , il faudra, 
pour qu'un tel contact ait lieu, qu’on ait pour le point de ce contact, 
ft— p, x — q; f = r, <r — $ , r = f, 
donc aussi, dès qu’une surface sera dans un de ses points, suscep- 
tible d’être osculée par une sphère, on aura les relations suivantes 
entre les coefficients du premier et du second ordre de la surface 
générale 

■ +P' W ■ 4 -q* 

—7 , — r ~> 

résultat auquel nous étions déjà parvenus d’une manière directe. 

Si maintenant nous jetons les regards sur les quantités que 
Monge a désignées par A, B, C, D, nous verrons que la double 
équaüçgi précédente équivaut aux trois équations 

B = o, C s o, A — D — o; 

aâ 
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ui"« mémoire, car on a 



f A-D=(l±i-!±£) fr= „, 

Donc l’équation (E) des lignes de courbure 

B dy* + ( A — D ) dxdy — C dx‘ = o , 
dans tous les cas ou les deux courbures deviennent égales et 

,ly 

dans le même sens , présentera nécessairement sous la forme 
indéterminée^; et ce caractère, au lieu d’être celui de quelques 

cas particuliers, de quelques exceptions, sera au contraire le ca- 
ractère général et constant. 

On ne pourra pas dire non plus que le radical t/[(A — D)’+4BC] 
s’évanouit; car la vraie forme du radical est 
// (A— D)* c\ /o 

V V 4“‘ B / y ô* 

On ne peut donc pas non plus en conclure que les deux raciots de 
l’équation (E) devicnncnr égales cntr’elles. Cette équation fournit alors 
une infinité de racines, et par conséquent n’en fournit plus aucune 
qui soit distincte : enfin, pour trouver dans ce cas la valeur véritable 

de ^ , il faut la traiter comme les quantités qui deviennent 
5. Or , on sait qu’au moyen de différentiations successives , 
on finit toujours par reconnaître cette vraie valeur. C’est ainsi qu’on 
verra dans chaque cas si ^ est réellement un rapport suscep- 
tible d’une infinité de grandeurs différentes, ou s’il n’est pas une 
valeur particulière qui, en vertu de la loi de continuité, doive 
être regardée comme celle de la ligne courbe unique qui passe 
par ce point. 
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Mais voyons en effet si , B,C, A — D étant nuis, l’équation (E) mémoire 
n’est pus de nature à pouvoir présenter deux racines inégales, sans 

que pour cela devienne susceptible d’une infinité de valeurs 
différentes. x 

Que vculeut dire les deux équations 

• aB dy -(-(A — D) dx =1 o, 

aC dx — (A — D) dy sa o? 

"Puisque nous avons démontré que B , C , A — D sont forcément 
nuis toutes les fois que les deux courbures deviennent égales et 
dirigées du mémo côté , ces équations auront lieu sans doute ; mais 
est-ce une raison pour en conclure que les deux racines de l’équation 

(E) . . . . Btfj* -f- ( A — D ) dxdy — C</x* = o 

sont égales alors ? car même , sans parler des ombilics où se 
croisent une infinité de lignes de courbure , puisque Monge les a 
placés dans le cas de l’exception , nous observerons qu’il est des 
points ombilics qui présentent encoro leurs deux lignes de cour- 
bure séparées et à angle droit. Nous n’en offrirons qu’un seul 
exemple. 

Plaçons un premier cercle sur un plan horizontal, et supposons 
qu’un second cercle vertical, égal au premier et mobile, ait son centre 
sur celui-ci , en restant toujours parallèle au -même plan vertical. 

Considérons un moment la surface qui résultera de cette génération. 

Nous pourrions également rendre fixe le cercle vertical , et faisant 
mouvoir horizontalement un cercle horizontal de manière à s’ap- 
puyer sur le premier , nous produirions encore la même surface. 

Suivant ces deux générations, le centre du cercle mobile décrit un 

cercle horizontal dans le premier cas, vertical dans le second ; 

joignons les centres de ces cercles par uue droite , elle sera pour la 

surface un véritable axe , et ses extrémités les deux sommets de la , 

surlace. De plus, les cercles principauxqm passent par ces sommets 



,.J3igitized by Google 




i8o DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

m« mémoire- seront autant de lignes de courbure de la surface , et seront les 
seules lignes de courbure qui passent par les mêmes sommets. 

Cependant les cercles générateurs ayant tous même rayon , et ce 
rayon étant sur l’axe de la surface aux deux sommets où les deux 
courbures sont dirigées du meme cêté, les deux centres de courbure 
se confondent : ces deux sommets sont donc deux ombilics , et dans 
ce cas, les deux racines de l’équation (E) ne pourront pas êl& 
regardées comme égales. 

Au contraire , ces deux racines sont égales au point où le cercle 
mobile devient tangent à l'un des cercles directeurs, parce qu’en ces 
points deux nappes se confondent en une seule, et présentent comme 
une espèce de tranchant; alors les deux courbures sont tangentes 
à l’arête de ce tranchant , qu’on peut regarder comme un point 
singulier de rebroussement. 

Voici l’explication de ces anomalies : d’après la méthode de l’ar- 
ticle précédent, il faudrait dans ce cas-ci , par deux différentiations 
successives, obtenir une équation (r") dérivée de celle des lignes 

de courbure ; alors elle serait du quatrième degré en et d’abord 

comme les points où la surface qui nous occupe a ses deux cour- 
bures égales , sont isolés sur cette surface , l’équation (r") a néces- 
sairement deux racines imaginaires ; mais les deux autres apparte- 
nant au système ordinaire des lignes de courbure , seront tou- 
jours réelles. Dans un cas , elles seront inégales , cl nous trouvons 
en effet deux lignes de courbure distinctes ; dans l’autre cas , les 
racines deviennent égales , et nous ne trouvons plus qu’une ligne 
de courbure. 

Suivons maintenant l’auteur de la Géométrie analytique , dans 
l’exemple qu’il a présenté, des ombilics par lesquels il ne passe 
plus qu’une seule ligne de courbure. Voici ce qu’il dit à ce sujet 
dans son beau travail sur les lignes de courbure de l’ellipsoïde. 
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Des lignes de courbure de T ellipsoïde , art V. 

« Ces points vers lesquels les ellipses et les hyperboles (pro- 
» jections des lignes de courbure) tournent toutes leurs concavités, 

» sont les projections' de quatre points très-remarquables sur la 
» surface courbe. ... Ce sont quatre ombilics autour desquels les 
t> lignes des deux courbures sont pliées, toutes les unes d’un côté, 
n et toutes les autres du côté opposé. Ces lignes se resserrent à 
» mesure qu’elles en approchent , et dès qu’elles les atteignent , 

» elles changent d’espèce. 

» Art. IX. La plupart des autres surfaces ont des ombilics ana- 
» logues à ceux que nous avons remarqués sur celle de l’ellip— 

» soïde , et il est facile de trouver leurs positions avant même que 
R d’avoir intégré l’équation des lignes de courbure ; car les ombi- 
» lies sont les points dans lesquels les lignes des deux espèces de 
» courbure se changent l’une en l'autre , et par conséquent pour 
» chacun desquels les deux lignes de courbure se confondent. Ces 

» points sont donc ceux pour lesquels les deux valeurs de 

» que fournit l’équation générale des lignes de courbure , sont 
» égales cntr’ellcs ; et l’on aura une relation entre leurs coordon- 
» nées , en égalant à zéro le radical par lequel ces deux valeurs 
» diffèrent entr’ellcs. Faisons-en l’application au cas de l’ellipsoïde, 

» pour lequel l’équation générale différentielle des lignes de cour- 
y bure est 

» Ax f Ay'— B)— xy = o. 

, # 

» Si, après avoir résolu cette équation du second degré algébrique, 
b on égale à zéro le radical, on aura 

» ( .x* — A y' — B )’ ■+- 4Ax*_y* = o , 

» dont le premier membre est la somme de deux quarres, et qui 
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in»* .mémoire. » ne peut rien exprimer de réel , à moins qu’on n’égale à zéro la 
» racine de chacun de ces quarrés ; ce qui donne en même temps 
o les deux équations 

» X^e'Œiî O, 

J*‘-Af-B=ao; 

» mais la première de ces deux équations a cUc-mdmc deux faç- 

» teurs qui peuvent avoir lieu séparément : donc , nous avons 

» deux cas à considérer, i*. le cas où l’on aurait en même temps 

» y = o et x‘ — Aj‘ — B = o ; 

» a*, celui où l’on aurait en même temps 

j) x = o et x' — A y' — B = o. 

» Le premier cas donne 

» y = o et x = VR = 

J I/o*— e* 

» Ce sont les coordonnées que nous avons trouvées pour les pro- 
» jections des ombilics sur le plan des x, y. . 

» Le second cas donne 

i/ïT . 

x ** o et V— i , 

» qui sont les coordonnées d’un point imaginaire. Ainsi , il n’existe 
» pas sur la surface d’autres ombilics que ceux que nous avons 
» considérés. ; i 

» Nous aurons occasion, dans la suite, devoir des surfaces 
» dont tous les points sont de semblables ombilics. » 

Je commencerai par observer que la propriété caractéristique 
et constante des ombilics n’est pas d’être le point de passage d’uno 
courbure à l’autre courbure. C’est déjà ce que nous avons pu 
remarquer sur la surfdce meme de l’ellipsoïde. Lorsqu’en effet 



t*3 o > b > c étant les trois axes , A = % . -7 , b — a'. ~ -, 

' * 6 * a*— c* a* — c* 
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deux axes diflèrçnt de moins en moins , les ombilics se rapprochent iu°« mémoire. 
de plus en plus du troisième axe ; et lorsqu’enfin les deux premiers, 
sont égaux , les ombilics se réunissent deux à deux au sommet 
de Fcllipsoïde , ainsi que nous l’avons fait voir dans l’article pré- 
cédent. Cependant , de côté et d’autre de ce point, les mêmes, 
lignes de courbure restent toujours de la même espèce. Or , 
appellera-t-on ombilics tous ces points singuliers, tant que les 
axes seront inégaux , et lorsqu’un point sera ia réunion des deux; 
ombilics, devra-t-ou pour cela cesser de l’appeler ombilic? U nous 
semble que non. » ' , 

Nous avons vu , d’ailleurs , en parlant de la surface engendrée 
de deux manières par un cercle coustaot, qu’aux points à la fois 
ombilics et sommets, il ne passe que deux lignes de courbure 
et qu’en deçà comme au-delà de ces points , la même ligne con~ 
serve la même espèce de courbure , puisque la droite qui joint ces 
points , est un axe par rapport auquel toute la surface est symé- 
trique. Ce n’est pas tout. , i 

11 existe sur les surfaces des points où les deux espèces de 
courbures s« changent l’une dans l’autre, sans qne la direction 
des ligues de l’une et de l’autre espèce devienne pour cela iden- 
tique, au contraire, elles restent toujours à angle droit; et cette 
propriété est généralement celle de tous les points de la ligne des 
courbures égales. ... , 

Pour vérifier cette proposition , plions un fil sur la courbe d’inter- 
section des deux surfaces des centres ; tixons-Ie par une extré- 
mité , cl tendons-le par l’autre qui vienne s’appliquer sur la sur- 
face primitive. Ce fil présentera trois parties bien distinctes ; la 
première , c’est la portion de la courbe d’intersection le long de 
laquelle il est plié ; la seconde , une portion de courbe des centres 
de plus grande courbure; la troisième, rectiligne, est le rayon de 
plus grande courbure : de sorte qu’en prolongeant ce rayon en 
deçà du centre de plus grande courbure , il vient toucher la seconde 
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surface des centres: or , ce second point de contact est le centre de 
moindre courbure ou du plus grand rayon. Cela est évident. 

A présent supposons que je développe ce fil en suivant toujours 
la même ligne de courbure. Jusqu’à ce que j’atteigne la ligne des 
courbures égales, il est évident que les deux surfaces des centres 
resteront respectivement, la première, celle des plus grandes, et 
la seconde, celle des moindres courbures. Mais en atteignant la 
ligne des courbures égales, si je veux suivre toujours la même 
ligne de courbure , le Cl se pliera sur la seconde surface des centres, 
et son prolongement seulement viendra toucher la seconde partie 
de la courbe des centres dont ce fil décrit la développante. 

On voit donc que le plus petit rayon de courbure, au lieu d’avoir 
son centre sur la première surface des centres , l’aura désormais 
sur la seconde; et, par conséquent, lorsqu’on suivant toujours la 
même ligne de courbnre , je traverserai la ligne des courbures 
égales , je passerai de la -plus grande à la moindre courbure, ou 
réciproquement. Or nous savons que dans ce passage les lignes 
des deux courbures restent à angle droit. Concluons enfin que le 
caractère de changer d’espèce ne suffit pas pour exiger que les 
directions de plus grande et de moindre courbure deviennent iden- 
tiques aux points ou les deux courbures sont égales entr’elles. 

Définissons donc généralement les ombilics , des points isolés 
où les deux courbures de la surface deviennent égales entr’elles. 

Voyons maintenant 6i, pour les ombilics de l’ellipsoïde, nous 
n’aurons pas encore entre les coefficients différentiels p, q ; r, s, t 
la double équation 

«+j»‘ ÇS i -H' 

r s t ’ 

•qui, suivant nous, est le caractère général et constant des points 
pu les deux courbures sont égales: a>i>c étant les trois axes, 
l’équation de l’ellipsoïde est 

• b'c'x * + a'c'y' + a'b'z' = a'b'c'. 
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Do là nous tirerons 



P 



c'x 

c’a* 




lorsque y — o, c’est le cas des ombilics , 

* 4 P<l = o, i-bq'àsi, ’ 

r== ~~tf&*t l> ‘~y , h ■ s= ‘~^'5v ; ' : -J' ==0 > l —~â¥i.'( a '~ x '} 

Donc, dans le cas des ombilics réels, où Monge trouve y=o, 
il faudra qu’on ait 

ou a‘s*(4> — a- 4- x;) — Cx*(a' — x*) = o. 

Or quand y— o, l’cquation de l’ellipsoïde devient 

.. 

c‘x‘ + a'z' — a'c', d’où a‘z*=sc*(a‘ — x'). 



Donc l’équation précédente, en divisant par c’(a*— *•), se réduit à 

a'b * — a*+ (a*— c*)x* = o, 
d’où on tire • 

„ qy/(g*— *’) 

“ V(a'-c’)' 

C’est précisément la valeur de x qui correspond aux points 
ombilics de l’exemple .cité. La loi générale que nous avons assi- 
gnée, a donc encore lieu dans ce cas entre p, q; r, s, t. 

Mais que sont devenues les valeurs de o? Envaia l’éva- 
nouissoment du radical, s’il a lieu, me donnera 

dy x* — Ay % — D 

dx aÀry * 

puisque cette grandeur est =!, je n’apprendrai rien pour cela. 

Or, j’observe qu’en faisant y = o, quel que soit x, le premier 
et le dernier terme de l’équation des lignes de courbure 

. 

ait 
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mémoire, s’évanouissent : il reste donc alors 

$■(** — Ay*— B) = o, 

équation constamment satisfaite en faisant ^_=o. Cette dernière 

équation est celle de la section plane principale faite dans la sur- 
face par k plan des x , y. Elle est donc une ligne de courbure dans 
toute son étendue, et quoique sa tangente s’offre sous la forme f au 
point ombilic , c’est-à-dire , au point où y=o et **=B, elle passe 
toujours par ce point, en vertu de la loi de continuité w . 

Employons donc la méthode générale que nous avons «posée 
dans l’article précédent, et diflërentions l’équation 

Axy % + % (*’ — Ay* — B) — xy = o; 



en regardant ^ comme constant, nous aurons 

( A* g + Ay ) g + a d £ (x - Ay d £) - x d £ -y = o , 
et ordonnant par rapport à ^ , il vient 




Si l'on demandait quelle est pour tous les pointa de la section principale 
2 ^ = o, l'autre valeur de ce rapport, on verrait, en divisant par y l'équatios> 

^ % + % ( ’ r *“ Ay 1 -®) —*y = o » 

que devrait être infini. 



1**0 Le géomètre Paolt , l’nn des hommes de l’Italie qni tiennent le premier 
rang dans les sciences mathématiques , en revoyant ces observations qu’il eut 
la complaisance d’examiner avec les Mémoires précédents , a bien voulu faire 
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Dcs-à-présent j’observe que cette équation, lorsque j=o, a pour m®< mémoire. 
facteur S — 0 . C’est le facteur réel, c'est la direction unique des 
lignes de courbure. Ensuite, en faisant y=o } ordonnée des points 
ombilics , le facteur du second degré en ^ devient 

Ajc ®) , + * = 0 » ou A ®) , + 1 = °* 

(l* }j % ç* * 

Mais A= g; . ,_ c . est toujours positif, puisque «>i>c: donc 

le facteur du second degré qui appartient à la ligne des courbures 
égales est toujours imaginaire. C’est aussi ce que nous avions 
démontré devoir être en général. 

Observons enfin qu’en faisant x=o, ^ devant indéterminé 

dans -f-x = o; or 

». _ **) 

* ~ l/(a--c>) 

donc a — b-, alors l’ellipsoïde est une surface de révolution, son 
sommet est sur l’axe c des z, et les ombilics x=o, y—o ne sont 
autre chose que les sommets mêmes de l’ellipsoïde. 

ARTICLE VI. 

Forme des surfaces aux points où les deux courbures sont 
égales et dirigées en sens opposé. 

Nous allons parler maintenant des points singuliers des surfaces 
où les deux courbures sont égales, mais dirigées en sens opposés. 

«e développement qui donne le» trois valeurs de , et me communiquer ses 

réflexions dont fai beaucoup profité. Je me fais un devoir et surtout un plaisir 
de témoigner au professeur Paoli toute ma reconnaissance. 
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ni»* mémoire. Puisque les deux courbures sont opposées, l'indicatrice est néces- 
sairement une hyperbole, et comme les deux courbures sont égales , 
les quarrés des axes de l’hyperbole sont égaux , au signe près j 
ainsi l’hyperbole indicatrice est équilatère. 

Or, dans l’hyperbole équilatère, la somme des quarrés des dia- 
mètres conjugués est constamment égale à zéro : donc aussi la 
somme des rayons de sections conjuguées est constamment nulle, 
c’est-à-dire que les rayons de deux sections conjuguées sont tou- 
jours égaux, mais dirigés en sens opposés : enfin la direction do 
deux diamètres conjugués est toujours symétrique par rapport à 
chaque asymptote. Il suit de là que dans le cas où l’indicatrice est 
une hyperbole équilatère, non-seulement la surface a ses courbures 
principales et opposées, égales, ainsi que les courbures dé ses sections 
conjuguées ; mais les sections dont la courbure est la même, sont 
dirigées symétriquement, par rapport aux deux asymptotes de 
l’indicatrice. Ainsi les deux axes et les deux asymptotes de l’indi- 
catrice sont tels, que quatre plans normaux dirigés un à un , sui- 
vant ces lignes, divisent la surface en huit parties égales quatre 
à quatre et symétriques deux à deux. 

Maintenant puisque la somme des rayons des sections conju- 
guées est (Mém. précéd., art. .III.) 

(1)... p | P— x G+‘?’) r — *pqs + 0+p’)t , 

si celte somme est nulle, on a immédiatement 
(i — apqs ~h(i+p')t=o. 

Telle est l’équation de condition propre aux points dont les deux 
courbures sont égales, mais dirigées en sens contraires. 

Nous venons de dire un mot des asymptotes de l’indicatrice ; 
la direction de ces lignes est extrêmement remarquable. Suivant 
cette direction, la courbure de la surface est nulle, puisque le 
rayon de la section normale, dirigée suivant elle, est infini. 
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Maintenant si nous supposons qu’en se plaçant sur une surface ni» mémoire. 
à courbures opposées, on veuille pafeourir une ligne telle qu’en 
chacun de ses points elle ait pour tangente l'asymptote de l’indi- 
catrice appartenante à ce point ; on formera de la sorte deux sys- 
tèmes de lignes courbes, et, dans le cas qui nous occupe, les 
lignes d’un premier système couperont partout, à ang'e droit, les 
lignes de l’autre système : comme lé fout entr’elleo les lignes des 
deux courbures. 

Mais les lignes asymptotiques ont dans tous les cas un grand 
avantage sur les lignes de courbure ; car ces dernières se rencon- 
trant partout à angle droit , l’angle sous lequel elles se coupent 
ne peut iudiquer aucun rapport entre les courbures de la surface. 

Il n’en est pas ainsi de l’angle formé par les lignes asymptotiques. Il 
est facile de voir en effet que le rapport des deux rayons de 
courbure est une fonction uniquement dépendante de la grandeur 
de cet angle w . 

Ainci la seule connaissance des lignes asymptotiques donnera 
immédiatement en chaque point le rapport des deux courbures de 
la surface. Cherchons donc l’équation de ces lignes. 

Reprenons pour cela l’équation (i) de l’indicatrice 

r(X-x)’+2s(X~x)(r-j) + 1 (y—y)'= C, , 



C») Soient C y/ — 1 le» axe» de l'hyperbole indicatrice ; j’ai de suit* 
? pour la tangente trigonométrique de l'angle formé par l’asymptote avec l’axe 
réel. De pics, les deux rayon» de courbure P et f doivent être tel» que 

£ 

P «_ _ £ 

J-S-J- 

C 

donc le rapport des rayons de courbure est exprimé par le cube de la tangente 
trtgonomelrique de l angle que l'asymptote forme avec taxe réel : rapport facile. 
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m«>« mémoire, qui appartient à l'hyperbole dès que rt — s' est négatif. Si je fais 
la constante C==o, l’équation (t) devient 

r (X - x)' +3 r (X - x) ( Y-y) + t ( Y- y)' = o : 
c’est le système de deux lignes droites ; c’est la projection sur le 
plan des x, y des asymptotes de l’indicatrice. Si maintenant on 
veut avoir l’équation différentielle des courbes asymptotiques , 
c’est-à-dire , des courbes qui partout ont pour tangentes de telles 
asymptotes , il suffira d’écrire dy et dx au lieu de Y — y et 
X — x, dans cette dernière équation. Ainsi l’équation des lignes 
asymptotiques est immédiatement 

rdx‘ -f- zsdxdy + tdy' = o , 

équation bien plus simple que celle des lignes de courbure. 

Observons en passant que 

rdx‘ nsdxdy -f- tdy' = o 
est la différentielle complettc de 

pdx -f- qdy = dz : 

donc d'z = o est l’equalion des lignes asymptotiques ; et comme 
c’est l’équation du plan tangent à la surface, nous voyons, pre- 
mièrement, qu’en chaque point de la surface , le plan tangent la 
coupe suivant deux courbes distinctes , dont les tangentes sont 
précisément les asymptotes de l’indicatrice ; secondement , que 
ces deux courbes sont chacune osculalrice d’une des lignes 
asymptotiques qui se croisent au même point. 

A ppliquons ces généralités. Cherchons l’équation des lignes asymp- 
totiques des surlàces du second degré dont les deux courbures sont 
en sens opposés. Prenons les valeurs que nous avons trouvées 
(art. précédent) pour p, q; r, s, t : quoiqu’elles appartiennent à 
l'ellipsoïde , en changeant le signe de b' ou de c’, elles appartien- 
dront de suite à l’hyperboloïde hyperbolique. 
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Or, 



r=--*?(b'-r)> s=—^.xy, 1=-^, (a‘-x'). 

On a donc pour équation des lignes asymptotiques , 

( b‘ — y') dx+ ttxydxdy + (a* — **) dy‘=o-, 
d’où je tire immédiatejnent 

<iy xy ± t/[xy— (a*— x‘) (A‘— y)] xy AVÇfrx’+ay— 

dx a* — x* a’ — x* 

Or , l’équation de la surface du second degré est , par hypothèse , 
Vx* + a'c'y' 4- a'b'z' = a‘b'c‘ ; 

donc 

b‘x Â + a’y‘ — a’b‘ = — ^.z*. 

Nous supposerons un seul axe c imaginaire et nous aurons 
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o*A* . 



Donc, enfin 



fc*x‘-f- ay* — a*i* = 

. ab 

xy±-.t. 



ax a* — x* 

Maintenant j’observe que l’équalion du plan tangent à la sur- 
face du second degré est 

b'c’Xx + a'd'Yy -\~a‘b'Zz — a'b‘c , - ) 

Mettant l’équation précédente sous la forme 



X-y. 



X—x 



. ab 

2 LzJlI. 

a % — * x* } 



d’où 



xy ± — 

Y =y~ a* " (*-*)• 



Substituant cette valeur dans l’équation du plan tangent , pour 
avoir l’autre projection de l’asymptote , j’ai 

a'b’Zz-Y b’c'Xx + «’c’y *— a’^.y’. {X— x) = a'b’c'. 
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ui»' mémoire. Or, j’observe que si clans cette équation je fais X=x, Z—z 
c’est-à-dire, si je me suppose à la fois sur l’asymptote et sur 
la surface , j’ai 

a‘b'z‘ 4- b'c'x' + a'c'y * = a'b‘c‘. 

Donc l’asymptote est tout entière sur la surface , et n’est autre 
chose que la ligne asymptotique. • 

Par chaque point d’une surface du second degré , dont les deux 
courbures sont opposées passent donc toujours deux lignes asymp- 
totiques rectilignes , tout entières sur la surface ; et l’angle de ces 
lignes fait immédiatement connaître le rapport des deux courbures 
de la surface. 

Nous reviendrons ailleurs sur ce sujet; nous ferons connaître 
les lignes asymptotiques de quelques genres de surfaces, où elles 
s’offrent d’une manière remarquable : enfin , nous trouverons pour 
les surfaces dont les deux courbures sont dans le même sens, un 
système de lignes , comme celui-ci , différent des lignes de cour- 
• bure , mais symétriquement placé par rapport à ce dernier; cl tel 
que l’angle des lignes de différent système fera toujours connaître, 
de la même manière, le rapport des deux courbures de fa sur- 
face w : c’est le système des lignes constamment tangentes aux 
diamètres conjugués égaux de l’indicatrice. 

Proposons-nous maintenant de trouver la condition pour que 
les deux lignes asymptotiques se croisent a angle droit , c’est-à- 

Si l'on nomme « et C les deux axes de l'ellipse indicatrice ; J sera la 

tangente trigonométrique de l’angle formé par les diamètres conjugués égaux 
C 3 P 

avec Taxe * ; et — j sera le rapport — des rayons de courbure de la surface : 

résultat, comme on voit, analogue à celui donné par les lignes asymptotiques , 
lorsque l'indicatrice est hyperbolique , et par conséquent les deux courbures eu 
«eus opposés. 
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dire, pour que les deux courbures de la surface soient égales et mémoire. 
opposées. 

A cet effet, faisons, pour la première ligne asymptotique, 



* 

* 

II 

■ï+8 


dz w 

3x=^ ; 


fii* 

II 


~ — u" 
dx ^ * 



pour la seconde ligne asymptotique ; nous aurons d’abord 
rdx' + a sdxdy + tdy' — o , 

et les deux racines de ^ , tirées de cette équation , donneront 
simultanément A' et A". Donc, premièrement A'A" = 

Les lignes asymptotiques se dirigeant sur le plan tangent, on a 
dz = pdx 4- qdy , d’où dy — dz ~ & , 

valeur qui, substituée dans l’équation des lignes asymptotiques, 
donne, en ordonnant les termes, 

{q’r — a pqs 4- p't) dx‘ 4- a (qs — pt) dxdz 4- tdz‘ = o : 
or, pl et /u" sont les deux racines ~ de cette équation : donc 

n'u’i — + 

Mais les deux lignes asymptotiques se couperont évidemment 
à angle droit dès qu’on aura 

. x 4-x'A"4- juV' = o: 

donc enfin , 

i+Î 4 .i!rS±P!_o, ou (i4-q*)r — npqs+(i+p‘)t=o. 

C’est précisément l’équation de condition que nous avions tirée de 
la comparaison des rayons de courbure. Nous aurions pu nous 
dispenser d’y parvenir une seconde fois , mais comme l’artifice de 
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iii"* mémoire, calcul que nous avons employé pour cela, peut être Utile, et 
semble assez ingénieux, nous avons cru devoir 1 ’olïrir ici 

ARTICLE VIL 

Des surfaces dont la courbure jouit d’un caractère constant 
dans chacun de leurs points. 

Nous venons d’examiner successivement à quelles conditions 
peuvent être attachées les formes diverses dont sont susceptibles 
les surfaces, dans leurs points pris isolément. Mais on peut aussi 
vouloir considérer des surfaces qui présentent dans toute leur 
étendue chacun des caractères que nous avons reconnus pouvoir 
appartenir à quelques-uns de leurs points. On va voir que par la 
simple différence du point de vue sous lequel on envisagera les 
équations de condition que nous ont donné, pour des points isolés, 
ces différents caractères, les mêmes équations seront, ou seule- 
ment celles de quelques points particuliers et remarquables dos 
surfaces, ou les équations générales ( aux différentielles partielles) 
des familles de surfaces dont tous les points jouissent du caractère 
individuel qu’exprimait primitivement cette équation. 

PREMIÈRE CLASSE. 

Surfaces à courbures dirigées dans le même sens. 

Nous avons vu que les deux courbures d’une surface quelconque 
sont, en un de ses points, dirigées dans le même sens ou en sens 
opposés, suivant que pour ce point rl — s* est positif ou négatif. 
En faisant donc 

, rt — j* = F(x,y, z), 

si par les valeurs dont x, y, z sont susceptibles en vertu de 
l’cquation générale de la surface, F ne peut jamais changer de 
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signe , ta surface aura dans tous ses poiuts le mime genre de 
courbure. Ces deux courbures seront partout dirigées- dans le 
même sens , si le signe constant de F est positif, tandis qu’elles 
seront partout dirigées en sens opposés , si le signe constant de F 
est négatif. Les surfaces -du second degré jouissent toutes je ce 
caractère ; pour une mente surface de ce genre, F on rt — s* est 
toujours positif ou toujours négatif; c’est ce qu’on pourrait démontrer 
immédiatement par ia simple transformation des coordonnées , ou 
mieux encore par l’inspection de l’indicatrice. ( Voyez l’art. IX de 
ce Mémoire). Voilà pourquoi les surfaces du second degré présentent 
dans tous leurs points leurs deux courbures dirigées à la fois dans le 
même sens comme pour l’ellipsoïde, le parabolbide et f’hyperboloïde 
elliptiques ; ou constamment en sens contraires , comme pour le para- 
boloïde et l’byperboknde hyperboliques. Enfin, le caractère géomé- 
trique des surfaces pour lesquelles F a toujours le même signe , 
c’est que pour tous leurs points , l’indicatrice est constamment une 
ellipse ou constamment une hyperbole. 

Mais si F est susceptible de clmngcr de signe , alors dans une 
partie des points de la surface , les courbures sont dans le même sens, 
et pour tous les autres points , elles sont en sens contraires; dans 

ce cas , la surface F (x, y , z) = o , ou celle =- 7 — - ; = o tra- 

F (a: , y, *) 

ceront sur la primitive une courbe qui sera sur celle-ci la li^ie 
de démarcation des points à courbures dans le même sous, d’avec 
ceux à courbures en sens opposés. Remarquons que dans toute , 
l’étendue de cette ligne, ï*. F ou rt — s' étant nul, la surface con- 
fondra sa forme avec celle des surfaces développables ; c’est-à- 
dire, que la suite des tangentes conjuguées aux tangentes de cette 
courbe, formera une surface développable. Offrons un exemple 
de genre de surfaces. Supposons qu’une «pbére constante de 
rayon se meuve de manière que son centre décrive une courbe 



» 
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ui»< mémoire, plane , l’envelbppc de l’espace parcouru par cette sphère sera 
telle , qu’une partie de la surface aura scs deux courbures dans le 
même sens, l’autre ses deux courbures en sens contraires; et si 
l’on conçoit qu’un diamètre toujours perpendiculaire au plan lieu 
des ^titres , suive dans son mouvement la sphère génératrice , 
il tracera sur l’enveloppe la ligne de démarcation pour laquelle 
rt — s* est constamment égal à zéro; cela posé , tous les points 
de la surface , placés du côté de la convexité de cette ligne , ont 
leurs courbures dirigées dans le meme sens , et les autres eu sens 
contraires. Enfin , toutes les tangentes conjuguées à cette ligne sont 
évidemment placées dans un plan unique , celui de la ligne de dé- 
marcation , partout tangent à l’enveloppe. Ces tangentes conjuguées 
forment donc une surface développable. 

a”. Dans le cas où rt — s‘, au lieu de devenir nul , devient infini, 
la ligne de démarcation confond la forme de la surface avec celle 
d’une courbe , et la courbure de la surjgce est infinie. Dans toute b 
limite marquée par 

i i 

rt — j* F(x, y, i) 

elle serait osculëe par la ligne de démarcation , et cette ligne 
appartiendrait tout entière à la surface des centres de courbure : 
elle serait donc généralement, pour cette surface, une véritable 
arête de rebroussement ou une ligne d’inflexion. 

Si non-seulement les deux courbures de la surface devaient par- 
tout être dirigées dans le même sens , mais qu’en chaque point les 
• deux rayons de courbure dussent être égaux ; cette seconde con- 
dition pourrait être exprimée ou par une équation unique 
[(!-+-?*) r— 4(rt— s , )(i4-p , -f-ç-)=F(*,y,z)=o ) 
ou par le système de deux équations 

i±£-* = f(*,y, 2 ) = o, i±^_^/(x,y,z) = q. 

Or, chacune des équations f=o , /= o étant à elle seule propre 
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à caractériser toute une famille de surfaces , leur système , ou ne m»« mêmoihe. 
représente plus que la suite des intersections des surfaces des deux 
familles qui leur appartiennent, ou seulement le genre particulier 
de surfaces pour lesquelles les fonctions arbitraires des intégrales ' 
seraient choisies de manière à satisfaire à ces deux équations 
différentielles partielles. 

Dans ce dernier cas on trouverait que les sphères sont la seule 
espèce de surfaces susceptibles de satisfaire à la fois, et généralement, 
à ces deux équations. 

Mais si l’on veut seulement tracer sur une surface donnée la 
ligne où les deux courbures sont égales , on fera coexister l’équa- 
tion F=o avec l’équation primitive , ou , ce qui revient au même , 
l’équation primitive avec les deux équations f=o et f—o. Alors 
on trouvera , ou une ligne continue , c’est celle des courbures égales; 
ou des pointe isolés, ce seront autant d’ombilics de la surface. 

Toujours dans l’hypothèse où les deux courbures sont dans to 
même sens , si l’on voulait ijuc les deux courbures fussent entre 
elles dans un rapport quelconque, ou que l’un des rayons fût cons-' 
tant , etc. ; ou que les directions des deux lignes de courbure eussent 
une relation toujours la même; au moyen des équations que nous 
avons données et qui font connaître ces éléments et leurs rapports, 
après avoir trouvé la condition pour un point seulement , en l’éten- 
dant à tous les points de la surface , on formera d’abord autant de 
familles distinctes et toutes revêtues du caractère particulier que 
l’on considère. Ensuite , sur les surfaces d’une autre génération , 
on reconnaîtra les lignes continues , ou les points isolés qui satis- 
font à ces conditions étrangères , en combinant l’équatiou qui pré- 
sente chacune de ces conditions, avec celle du genre dont on s’occupe. 

Et comme cette marche est générale, quel que soit le sens des deux 
courbures , nous ne la suivrons pas de nouveau dans ce qui nous 
reste à dire; mais nous en ferons voir l’esprit par quelques applications. 
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JIi»< mémoire. 



SECONDE CLASSE. 

Surfaces à courbures en sens opposés. 



Nous avons vu déjà que te caractère de cette classe est d’avoir 
rt—s‘=¥(x,y,z) 

constamment négatif, il faudra donc qu’en combinant soit F = o , 
soit f-~ 0 ’ avec 1 **l ual ‘ on k* surface meme , on ne trouve que des 

résultats imaginaires : telle est la condition générale qtd appartient 
aussi à la classe qui nous occupe maintenant. 

Si de plus on voulait que les rayons fussent égaux entr’eux en 
chaque poiut ; puisque la condition de cette égalité pour un point 
unique est donnée par l’équation 

% 

(1 +?*)'' — a/rçi-Hl +p‘)*=o, 

Rusant * 

(i+Ç‘)r— apqs+(t +q‘)t!L \dd.f(x,y, 2 )=o, 

/= o serait l’équation générale de eette famille de surfaces . Jusqu’à 
présent on n’a pas pu obtenir cette équation intégrale , et l’on no 
sait encore former les surfaces qu’elle représente, que par approxi- 
mation; en les composant successivement de zones infiniment pe- 
tites , revêtues chacune du caractèro devoir leurs • courbures 
opposées et égales. J’observe eu passant que la vis rectangulaire 
est une de ces surfaces. 

Si maintenant, sur une surface quelconque nous voulions re- 
connaître la série des .points où les deux courbures opposées sont 
égales, substituant dans 

0» *f- a/rçr-H i+q') /== o, 

pour p, q, r, s, t Jears valeurs en x,y, *, tirées de l’équation 
de la surface que l’on considère, cette équation particulariserait 
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la courbe que l’on considère et la ferait connaître. Nous observe- ih»* mémoire 
r«iis , au reste, qu’en général celte ligne des courbures égales , 
comme celle des surfaces de la classe précédente , divise les lignes 
de courbure en deux parties, de manière que pour chaque ligne , 
une partie appartient à la direction de la plus grande courbure , 
l’autre à la direction de la moindre courbure. 

‘troisième classe. , 

Surfaces à simple courbure. 

Les surfaces des deux classes précédentes présentent deux 
courbures bien distinctes à partir de chacun de leurs points. Mais 
si l’on voulait qu’une de ces courbures fut nulle ou fût infinie dans 
tous les points , à la rigueur la surface n’aurait plus qu’une seule cour- 
bure. Supposons d’abord qu’une des deux courbures doive être 
constamment nulle; toutes les Hgnes de cette courbure devront 
partout être osculées par leurs tangentes ; il faut donc que chacune 
se confonde avec sa tangente, et soit par conséquent rectiligne. 

Mais deux tangentes consécutives, parties des points d’une ligne 
de seconde courbure , doivent , comme nous savons , se rencon- 
trer. Donc , enfin , toutes les lignes de la courbure nulle forment 
une surface développable : c’est précisément la classe de surfaces 
que nous considérons. Maintenant, j'observe que pour que la cour- 
bure soit nulle, il faudra que 

rl — s' — hdd. P ( x , y,z)—o 

soit Péquation différentielle seconde de la surface F = o. C’est en 
effet l’équation des surfaces développables. Il est inutile d’ajouter 
comment on trouverait sur une surËicc quelconque, la série de» 
points où sa forme devient développable ; nous l’avons dit en parlant 
de la première classe des surfaces. 

Si les deux courbures devaient être nulles à la fois , non-seule- 
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«!»• mémoire, ment rt — s' devrait être égal à zéro , mais les deux courbures 
étant égales alors , et pouvant être arbitrairement considéras 
comme dirigées en sens opposés , ou dans le même sens , il làudrait 
qu’on eut aussi 

‘ 4 - p' pq ■ + ? * 

~~r~— , — r~ * 

et (i+/>*) r — a/rçr-fjfi + q'Jtszo. 

Or, la coexistence des deux premières et de rt — s‘ = o, condui- 
rait à ce résultat imaginaire , 

t+^+î'so; 

il faut donc alors que r, s , t soient nuis , pour que rt — s* 
s’évanouisse de lui-même, alors les quantités 

i +p' o i -t- y* o 

pq ° ’ pq ~~° 

laisseront p et q susceptibles de toutes les valeurs possibles. Dono 
dans les surfaces dont la courbure est partout nulle , il faut qu’on ait 
r = o, s = o , t = o , 

équations qui donnent, aux différentielles partielles du premier ordre, 

* 

p — a, q = b , et pour intégrale completto z—ax + by-^-c j 
a, b, c étant des constantes arbitraires. C’est l’équation du plan, 
ce que nous savions devoir être , à priori. 

Si l’on veut obtenir les points d’une surface^ quelconque où le» 
deux courbures sont nulles à la fois , on fera 

r = F(x,_y,z) = o, js=/(x,jk,z) = o, t— t(x,y,z)=.o. 
Et si ces trois équations peuvent donner des valeurs de x , y , z 
qui satisfassent à l’équation de la surface primitive , les points cor- 
respondants à ces coordonnées seront ceux où les deux courbures 
seront nulles , et à partir desquels la surface sera osculée par tut 
plan dans toutes les directions possibles. 
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Supposons maintenant qu’une des courbures doive être cons- 
tamment infinie , et par conséquent son rayon toujours nul ; la 
grandeur graphique qui pourra satisfaire à cette condition, ne 
sera plus une surface , mais une ligne. En effet , il faudrait qu’en 
général Pp = > produit des rayons de courbure, fût nul 

pour tous les points de la surface. L’équation ~ t = o w , devrait 



avoir lieu constamment ; donc il faudrait qu’une fonction de * , y , z 
fût infinie pour toutes les valeurs possibles de x,y, z, ce qui 
est absurde; car il faudrait supposer qu’un facteur étranger à 
x , y , z et infini , entrât dans cette équation , et par conséquent 
dans r, s ou t. Or, c’est qui ne se peut que par l’évanouisse- 
ment de quelques radicaux, et dans des cas particuliers. Donc 
il faudra regarder simplement l’équation ■■■ ^ = o comme celle 

d’une courbe qui , sur les surfaces , trace la ligne des courbures 
infinies : résultat où nous étions déjà parvenus en parlant do la 
première classe des surfe ces. 

Si les deux rayons de courbure devaient être nuis à la fois , 
on aurait de plus 



P 



o, ou 



( i +<7’)r — apvj + (i+P*)« 

ottf) •*- ° 



les valeurs de x , y , z appartenant à la grandeur graphique cher- 
chée devraient donc à la fois satisfaire aux trois équations 
*(x, y, z) = o, P-f-p = o, Pp — o ; 



Donc elles ne pourraient appartenir qu’à des points isolés sur des 
surfaces quelconques. D’un autre côté , le point est la seule 
grandeur graphique qui , considérée dans sa généralité, ne présente 
qu’une courbure nulle dans tous les sens ; c’est une expression 
de la nullité de ses dimensions. 



.Nous ne parlons pas du cas où • = ÿ i -f- p' -f- q' = o ; il est impossible. 

36 
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ARTICLE VIII. 



Application des principes précédents à la recherche des rayons 
de courbure des surfaces du second degré. 



Avant de terminer ce que nous avons à dire sur la courbure 
des surfaces , considérée à partir d’un point unique , nous allons 
présenter la valeur générale du rayon de courbure des surfaces 
du second degré , ce qui nous donnera le moyen de ütire con- 
naître quelques propriétés de la courbure des surfaces de ce genre. 
On pourra d’ailleurs regarder cet article comme le complément 
des recherches de Monge sur la courfhre de l’ellipsoïde ; puisque 
ce géomètre n’a considéré que les lignes de courbure , et ne s’est 
pas occupé des rayons de la surface. 

Lorsqu’on examine l’équation générale aux rayons de courbure 
des surfaces 



r. +r o+7‘)~/y o, 

équation qui résolue par rapport à R , donne 

» — 1,w, .ïS l ! f "' v | gw 



On conçoit que quand p , q , r, s et t ne sont pas des fonctions 
de jc, y , z extrêmement simples, cette valeur doit devenir d’une 

complication effrayante. 

Cependant, quelquefois, par des transformations heureuses, on 
peut obtenir, pour les rayons de courbure, des expressions d’une 
élégance inattendue. C’est ce dont les surfaces du second degré 
vont nous offrir un exemple remarquable. 
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; En prenant pour origine des coordonnées le centre de la sur- mémoire. 
face , elle a pour équation 

b‘c‘x % 4 - a‘c‘y' 4- a'b'z' = a'b'c'. 



Mettons d’abord cette équation sous la forme suivante , 





£ _ 

c* 



1. 



et représentons a‘, b', c' par a-, G, y. • 

Si par deux différentiations partielles successives , nous cherchons 
les coefficients du premier et du second ordre de cette équation , 
ils seront , 

Pour le premier ordre , 



dz v 

dx P s ’ «I 



dz y y I 

2» = î=-ï-i] 



[x +i >‘ = H-£.£ 
d’où l «=. 

ll + î-aai+g.-g.' 



ce qui donno encore 

«+*■+«— S($+*+5> 



Passant ensuite au second ordre , 

Ê3y= S = ~tt- X y J d ’ où rt - 5 * 



_ JL- *c*> 

«tf .* 3 * Z 



(♦) En effet, si dans rf— s*, nous mettons pour r, s, t leurs valeurs que nous 
venons de trouver, nous aurons 

« — i* = ^ ce» — • r * H ç — y ) — 

Or, il est évident que 
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m»« mémoire. Si nous combinons ces valeurs avec les précédentes , 3 viendra 
(i+P*) t=— [(«—*•)+£ . ? (* —**)], 

v* *—:£>[ ]• . 

(i +9*) r— — £(£-?*) + £•■£(£ — r )]] 7 

J’observe maintenant qu’en prenant dans les seconds membres tout 
ce qui multiplie -f- ~ , j’ai 

-+f-S-*-S : -ï=(ï+?)(— T -O 

Enfin au moyen de l’équation ( f ) , cette valeur se réduit à 

quantité qui , multipliée par ^ , se réduit elle-même à y — 2 *. 
Ainsi 

(i-+-/>‘) t — a^s-+- (i-4-9*) r — — JT? [(*+£+>•) — (*-f?*-f-î‘)] i 
mais d'ailleurs 



rt — J* = 



«C. 2 



v^+7+T*= + 



donc aussi , 



(1+P .) t-apq.-K, ) ^ 

==— v/?+^ + ÿî[(* + C + >) — (**+^‘4-2*)], 

(— «■) ( c -y) - «y « rf(* - ■Q - -ï 5 

£«n vertu de l’équation : donc enfin , 



r( — j’ = 



y* y* «C.g* y* y 

57? «C. ? * y 57? ' 
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ao 5 



et 



= *>£+£+ 7) 






Donc, enfin, la valeur des rayons de courbure des surfaces du 
second degré , est donnée en fonction des trois axes et des trois 
coordonnées d’un point quelconque par cette équation : 






(x'+y'-f*-) ^ + ^ g* + £ + £)j. 

ou bien, en remettant pour a , G , y leurs valeurs a', b', c*, 

' 

Euler , dans son Mémoire où le premier il a fait connaître les 
propriétés principales de la courbure des surfaces, a donné la 
valeur du rayon des sections normales de l’ellipsoidc. Il prend 
pour équation de cette surface , 



mx' + ny' -+- s* = a', 

et il obtient une valeur qui, développée, a pour numérateur 

•fc J 

[a‘ — m (î — m)x' — n (1 — n)y‘]' ( m'x' -+- n'y' ) , 

1 

et pour dénominateur , * • . 

a' ( m 3 x' + n'y ' ) cos <p* — mn(m — n)' x'y' cos 
— 2 mn(m — n)xyz\/a‘ — tn{ 1 — m)x' — n(i — «^‘sinpcosp 
4- mn [a* — m (1 — m)x‘ — n(i — n) y*](/nx* +ny') sin f*. 



Il faudrait donc diflereutier cette valeur par rapport à <p , égaler 
à zéro cette différentielle , et chasser 1 p au moyen de cette nou- 
velle équation ; la double valeur de K qu’on obtiendrait alors , serait 



206 développements de géométrie. 

in»* mémoire, celle des deux rayon? de courbure de la surface ; niais cela jette- 
rait dans un calcul immense. 



On pourrait parvenir au même résultat par une voie peut-être 
plus simple et plus rapide , en faisant usage des propriétés dont 
jouissent les rayons de courbure des surfaces du second degré. 

Rappelons-nous le moyen de décrire ces surfaces, que nous 
avons rapporté page 5a , et concevons qu’un point x , y , z étant 
pris sur la surface , on mène , i*. les deux axes D', D''de la sec- 
tion diamétrale parallèle ou plan tangent en*,y, ï; a*, ces deux 
axes étant regardés comme deux premières directrices, supposons 
qu’on détermine la troisième directrice à qui , avec elles , forme 
un système de directrices propre à la description de la surface. 

Nous avons démontré , page 33 , que les deux rayons de cour- 
bure au point x,j, z, ont respectivement pour expression 

D'* D" 

A* 



De plus, dans le Mémoire ou nous avons fait connaître ce 
mode de description, nous avons démontré que le produit des 
trois directrices d’un même système est constant pour la même 
surface, et égal au produit des trois axes. Nous aurons donc 
d’abord 

A‘D'*D"‘ = a Qy = «\ 



Ensuite le diamètre D , mené de l’origine au point x , y , z étant , 
par notre construction même , conjugué aux axes D', D” de la 
section diamétrale , nous avons fait voir aussi que la somme des 
quarrés de ces trois diamètres est égale à la somme des quarrés 
des trois axes; donc 



D*+ D ' 1 + D"* = a + ë + y = ü'; 
par conséquent, 

D'* + D 1 '* = <p— D‘, mais D'*D"* = p 
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Donc aussi , par la théorie des équations du second degré , Uln , mémoire 




Telle sera donc la valeur des deux rayons de courbure en divisant 
tout par A. 

Or , D étant la distance du point x , y, z à l’origine , 



de plus, 



D*=x , +y'*4-z*; 
a*= <* •+• C+y. 



Enfin , A étant la distance de l’origine au plan tangent de la sur- 
face en x,y,z,e t l’équation de ce plan étant 




D’après les formules connues (Monge, Géom. Analyt. , pag. 11), 

jl _ y* , y . 

A* «* ~ C* ^ y' - 



Substituant ces valeurs dans l’équution que nous venons d’obtenir, 
il vient . 



“=i/S+S+Sx 

I («•fc+y)-( J ’+/+f) ± ^/ tr«+g-h-)-(x*+y+^)T , Cl r^ + y + ïrj J. 



C’est précisément l’équation que nous avons obtenue déjà. Mais 
cette dernière méthode réunit à l’avantage d’une très-grande sim- 
plicité , celui de nous apprendre ce que signifient toutes les 
grandeurs graphiques représentées par celte équation. Or, quand 
on veut bien connaître la science de l’étendue , il faut pouvoir 
exprimer, il faut exprimer toujours, et par l’analyse, ce qu’on a 
conçu par la géométrie; et par la géométrie, les résultats, les 
transformations mêmes de l’analyse. 
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UI« MÉMOIRE. 



ARTICLE IX. 



Propriétés générales de la courbure des surfaces du second degré. 

Avant de déduire des valeurs trouvées dans l’article précédent , 
les propriétés des surfaces du second degré qui doivent faire le 
sujet de cet article , nous commencerons par observer que 
l’équation 




étant susceptible d’appartenir , sans exception , à toutes les classes 
de surfaces du second degré , toutes les valeurs , tous les résultats 
conclus généralement de cette équation, appartiennent également 
à toutes les classes de cette famille de surfaces , même aux para- 
boloïdes qui pourtant n’ont pas de centre. (Voyez la notel.) 

Actuellement, voyons quelle est l’équation de l’indicatrice, dont 
la forme générale est 

(*).... r(X-x)*H-«(X-*)(Y— y)-f-t(Y-y)*=C. 

Si nous substituons pour r, s, t les trois valeurs que nous avons 
trouvées , en supprimant d’ailleurs le facteur constant — 

commun à ces trois coefficients , nous aurons simplement pour 
l’indicatrice des surfaces du second degré (puisque *=a*,£ — b'), 

(‘ )• • • (X— *)*+axy(X— x)(Y— y)-4-(a’— **)(Y— y)*=c. 

Si je cherchais les axes de cette courbe , donnés par l'équation 
différentielle de l'indicatrice , et par cette équation de condition 
(X — x) </X-f- (Y — y) </Y-f-(Z — z) dZ —o, 
je trouverais immédiatement , en chassant dZ , une équation en 
^ (voyez l’article II de ce Mémoire), qui serait celle des lignes 
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de courbure telle que l’a donnée Monge : il est donc inutile de ni»« mêmoibe. 
le faire. 

En considérant l’équation (‘ a ), j’observe qu’elle ne contient ni z, 
ni le troisième axe c ; de là je conclus ce premier théorème : 

Toutes les surfaces du second degré qui ont deux axes a 
et b des x, y identiques , sont telles qu’en projetant les indi- 
catrices de leur courbure sur le plan des axes identiques , ces 
projections sont pareillement identiques , quel que soit pour 
chaque surface le troisième axe c. 

Dans la note II, nous verrons cette même propriété prendre une 
extension plus grande encore pour tous les paraboloides. 

Maintenant, nous allons recourir à l’équation de l’indicatrice pour 
classer les surfaces du second degré , et par son moyen , on va voir 
que nous allons atteindre ce but de la manière la plus simple. 

Nous supposerons constamment a' > b' > c*. Cela posé, si «tous 
considérons la valeur donnée dans l’article précédent , pour la 
quantité dont dépend la nature de l’indicatrice- «- 

y * > c* » 

X* * Z* ’ Û 9 6*C* * 

Nous verrons que étant nécessairement positif pour tous 

les points de la surface, et le second facteur = a ,^ c ; ne conte- 
nant ni * , ni y , ni z , il conservera le même signe aussi pour tous 
les points de la même surface. D’où résulte ce second théorème : 

Dans tous les points d’une même surface du second degré , 
l’indicatrice est elliptique , ou elle est constamment hyper- 
bolique. 

Entrons dans l’examen de ces deux cas principaux. 

Le facteur L étant , comme nous venons de le dire , nécessai- 

37 
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m«« mémoire , rement positif, le produit rt — s' sera lui-même positif ou négatif, 
# suivant que l’autre facteur le sera pareillement ; or , ^ est 

positif ou négatif, lorsqu'un nombre pair ou impair des facteurs 
a , S , y est négatif. 

Donc , premièrement , /’ indicatrice est constamment elliptique, 
et les deux courbures sont dirigées dans le même sens pour tous 
les points de la surface du second degré où a , € , y , c’est-à-dire 
a*, b', c‘ sont positifs , c’est le cas de l'ellipsoïde ; et pour tous 
les points de la surface où deox des trois demi-axes a , b , c ont 
leur quarré négatif ; c’est l’hyperboloïde elliptique ou à deux 
nappes. 

Secondement , l’indicatrice est constamment hyperbolique , 
et les deux courbures sont dirigées en sens opposés dans tous les 
points de chaque surface du second degré dont un seul demi-axe a , 
ou ^ ou c a son quarré négatif; c’est l’hyperboloïde à une nappe , ou , 
comme on est convenu de l’appeler, l’hyperboloïde hyperbolique. 

Et d’apres ce que nous avons dit au commencement de cet 
article , les mêmes propriétés appartiennent également aux para- 
bo/oïdes soit elliptiques, soit hyperboliques ; c’est-à-dire , que leur 
indicatrice est aussi constamment , suivant ces deux cas , une 
ellipse ou une hyperbole. 

Actuellement, revenons sur la formule par laquelle nous avons 
obtenu la valeur des rayons de courbure des surfaces du second 
degré. Au moyen de la seconde méthode qui nous y a conduits , 
nous avons vu ce que signifie chacune des grandeurs dont est 
composée cette formule ; nous allons lire ce que signifient les com- 
binaisons qu’elles présentent, et cette simple interprétation nous 
fera connaître plusieurs théorèmes nouveaux. 

' • -r * 
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Dans la valeur générale Jlt» 

»-V^+T*lx 

nous avons vu que la quantité 

• ^(s+i+sf 

est égale au produit R'R* des deux rayons R', R" correspondants 
au double signe ± du radical. D’ailleurs A étant la distance du centre 
au plan tangent en x,y, z , on a 

* + Ç + £ — 

a* * k*' c' — A»* 

Donc aussi , dans tous les cas , on doit avoir 

o‘AV 



R'R'' = 



d’où «fcc=AV( R'R"). 



Mais nous avons fait voir dans le Mémoire déjà cite, sur la 
description des lignes et des surfaces du second degré (Journaux 
de l’Ecole Polytechnique, tome VII, cahier XIV, note V, page 76), 
que lo volume de tout ellipsoïde est équivalent a celui d’une sphère 
dont le diamètre a pour cube le produit des trois axes de l’ellip- 
soïde. La grandeur abc , et par conséquent aussi la grandeur 
A* j/(R'R") est donc dans un rapport constant avec le volume de 
la surface du second degré, lorsqu’elle est un ellipsoïde. Mais on, 
général , soit que la surface du second degré ait un ou deux de 
ses axes imaginaires , au lieu de les avoir tous réels , il faut les 
supposer réels pour avoir le volume du parallélépipède ayant les 
axes pour arêtes , et de l’ellipsoïde inscrit régulièrement dans co 
parallélépipède. Alors on a indifféremment 

abc et £.A*t/(R'R'') 
pour expression du volume de cet ellipsoïde. 
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ui"‘ mémoire. Nous sommes donc conduits à ce résultat singulier , qu’il suffit 
de connaître le produit des deux rayons de courbure d’un ellip- 

* soïde, et la distance de l’origine au plan tangent, pour connaître 
. le volume du corps terminé par cette surface qui cependant, elle- 

même , est loin d’être déterminée par un si petit nombre d’éléments. 

• Revenons au cas général. Les deux rayons de courbure , ainsi 
que nous venons de le voir , ont pour moyenne proportionnelle 
le produit des trois demi-axes , divisé par le quarré de la 
distance du centre au point où l’on considère la courbure de 
la surface du second degré. 

Si donc on compare cntr’cllcs toutes les surfaces du second 
degré , telles que le volume du parallélépipède construit avec leurs 
axes comme arêtes , soit constant , on verra que pour tous le# 
points de ces surfaces , où le plan tangent est équidistant du centre , 
le produit des deux rayons de courbure est nécessairement une 
quantité constante. 

Par conséquent encore , en concevant qu’une sphère ayant un 
rayon quelconque , soit concentrique à la surface du second degré , 
les plans tangents erfmème temps à la sphère et à la surface, touche- 
ront celle-ci en autant de points pour lesquels le produit des deux 
rayons de courbure est une quantité constante et qui ne dépendra 
que du rayon de la sphère et du volume de la surface ou de celui 
du parallélépipède formé sur ses axes comme arêtes. 

En considérant deux surfaces du second degré concentriques , 
mais d’ailleurs d’une forme quelconque et n’ayant rien de commun 
pour l’une et pour l’autre , un plan tangent à la fois à ces deux sur- 
faces , les touche en deux points tels que pour chacun le produit 
des deux rayons de courbure qui lui correspondent en particulier, est 
pfbportionnel au volume de la surface sur laquelle est ce point j 
ou du moins proportionnel au volume du parallélépipède formé par 
les axes de chaque surface. 
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De ces principes résulte encore une autre conséquence : Une N*”* mémoirr. 
surface non plus seulement du second degré, mais de la forme la 
plus générale, étant donnée, si l’on veut trouver une surface du 
secoud degré qui l’oscule en un point déterminé, et qui de plus ait 
son centre en un point pareillement déterminé ; on connaîtra les 
deux rayons R', R" qui correspondent à ce point, la distance A 
du centre au plan tangent :.on aura donc immédiatement le volume 
de la surface osculatrice, ou du moins celui du parallélépipède 
formé par les axes de cette osculatrice. 

Par conséquent, si le centre de la surface osculatrice, varie 
et marche sur un plan parallèle au plan tangent , toutes les sur- 
faces du second degré qu’on va former ainsi, seront égales en 
volume. 

Et si le centre de la surface du second degré s’éloigne ou s’ap- 
proche du plan tangent , le volume du corps terminé par cette 
surface croîtra ou décroîtra proportionnellement au qi^rré de la 
distance du centre au plan tangent. 

Remarquons encore en passant, que dans ce dernier cas la 
surface de la section diamétrale faite dans l’osculatricc du second 
degré parallèlement au plan tangent que l’on considère; cette super- 
ficie, dis- je , est directement proportionnelle à la distance de cette 
section et du plan tangent. 

Je me suis étendu , à dessein , sur ces propriétés , parce qu’il ne 
parait pas qu’on en ait encore présenté qui eussent avec elles 
aucune analogie , et qu’elles peuvent d’ailleurs devenir d’une ap- 
plication utile, but que nous ne voulons jamais perdre de vue. 

On conçoit , en effet , que les petits segments des surfaces pou- 
vant être remplacés par ceux de leurs osculatrices , et les segments 
des surfaces du second degré pouvant être facilement déterminés ; 
ces diverses propriétés trouveront leur application dans beaucoup 
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m** mémoire de travaux des Ingénieurs , où il Ci ut considérer les volumes des 
corps terminés par des surfaces courbes. 

Considérons maintenant la partie de la valeur des rayons de 
courbure, qui sc trouve hors du radical; elle donne 

R '+ R " = $ + £)•[(<*■ + A-+f)~(x*+r+s*)]. 

Dans cette équation , rappelons-nous que 




t/(a‘-j- b‘ + c')— Q et j/(x*-l-y*-t- s*) = D, 

A étant toujours la distance du centre au plan tangent , Q la 
diagonale du parallélépipède des axes , et D la distance du centre 
au point de la surface auquel les deux rayons R', R" appartiennent. 
Nous avons donc aussi , comme nous l’avons déjà vu , 

» r'+r"=2L=£* 



Celte équation nous apprend que la somme des deux rayons de 
courbure est égale à la différence des quarrés des diagonales de 
deux parallélépipèdes ayant respectivement les demi-axes a, b, c 
ou les coordonnées x,y, z pour arêtes, cette différence divisée 
par la distance du centre au plan tangent en * , y, z. 

En combinant ce principe avec celui qui fait connaître te pro- 
duit des rayons de courbure , on verra que pour obtenir immédia- 
tement ces rayons , il suffira de connaître avec les axes , les dis- 
tances D et A du centre au point donné et au plan tangent à la 
surface en ce point; car on aura de suite 



R'R' 




R' + R" = 



o» + i> + c 5 — D* 

A 



Il nous semble difficile de réduire la questiou à de moindres 
termes. 
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La dernière de ces formules nous fait voir que si on coupe une in« mémoire. 
surface du second degré par une Sphère qui lui soit concentrique, 
pour tous les points d’intersection , la somme des rayons de cour- 
bure doit être réciproquement proportionnelle à la distance du 
centre au plan tangent. 

Au contraire , si A au lieu de D , devait ctre constant , alors , 
ainsi que nous l’avons dit plus haut, R'R" serait constant, et l’on 
trouverait les points de la surface du second degrc qui donnent 
tous pour R'R" une même valeur , en faisant mouvoir un plan 
tangcnticllement à la surface et à la sphère du rayon A , qui lui 
est concentrique; pour tous ces points, la somme des rayons de 
courbure est proportionnelle à la différence des quarrés des diago- 
nales ‘des deux parallélépipèdes ayant respectivement pour arêtes 
les axes a , b, c, ou les coordonnées x, y, z. 



Tirons enfin une dernière conséquence 



quation 









Etant donnés les deux rayons de courbure pour un point 
d’une surface quelconque, et de plas le centre de la surface oscu- 
latrice du second degrc , si ce centre tourne autour de la normale 
passant par le point donné , comme autour d’un axe de rotation ; 
à chaque positiomdiffërente du centre, les trois axes de la surface 
osculalrice prendront une valeur particulière; niais dans toutei 
les variations dont ils seront susceptibles , la somme des quarrés 
de a, b, c ne variera pas. 

Et si pendant ce mouvement on fait tourner la surface osculéc 
autour de la mène normale, mais d’une manière indépendante; 
alors à chaque position du centra 'de la surface osculatrice cherchée , 
correspondront une infinité de ees osculatriccs du second degré , 
et toutes ces séries de surfaces auront pour caractère commun , 
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que la somme des quarrés des axes , prise dans chaque surface , 
ne cessera pas d’être la même (4) . 

Enfin , d’après ce que nous avons dit plus haut , on voit aussi 
que toutes ces surfaces oscuiatriccs jouissent de cette autre pro- 
priété , que le produit de leurs trois axes est une grandeur cons- 
tante. Il serait fastidieux de pousser plus loin ces considérations. 

ARTICLE X. 

Nouvelle méthode des tangentes. 

Pour donner plus de rapidité à l’analyse de la courbure des 
surfaces , nous nous sommes servi de considérations infinitésimales, 
et des valeurs différentielles qui leur appartiennent. Nous aurions 
pu prendre un moyen plus direct et qui eût rendu entièrement 
élémentaire la théorie des contacts du premier et du second 
ordre. Car la géométrie peut nous offrir un moyen d’obtenir 
immédiatement, et sans considérations infinitésimales, les équations 
des plans tangents, et par suite , celle des surfaces enveloppes, des 
surfaces mutuellement osculatrices, etc. 

Si l’on réfléchit sur les diverses méthodes qu’on a successive- 
ment employées dans la recherche des tangentes , on verra qu’elles 
ont dû reposer sur de telles considérations. Comme on n’envisa- 
geait , en cflet , que la Ligne ou la surface individuelle à laquelle 
on voulait mener une tangente ou un plan tangent, il fallait, 

Si les deux rayons de courbure de la surface osculée , variaient à la fois 
de manière à ce que leur somme restât pourtant constante ; pour chaque nouvelle 
combinaison , on aurait une infinité de séries de surfaces osculatrices du second 
degré , dont les centres seraient à une distance constante de la normale et du plan 
tangent ; or cette infinité d'infinités de surfaces osculatrices , jouirait toujours de 
la propriété commune , que la somme des quarrés des trois axes serait une 
fraudeur constante pour tontes les surfaces. 
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outre le point de contact, avoir encore egard aux autres points iu»« mémoire. 
de la ligne ou de la surface; c’est-à-dire, aux points immédiate- 
ment consécutifs à ce point de contact , ou à une distance infini- 
ment petite , ou seulement moindre que toute grandeur donnée , 
ou à une distance qui s’évanouit. ... Il est, comme nous venons 
de le dire , un autre moyeu de s’élever à la détermination des tan- 
gentes et des plans tangents , sans recourir ù ces diverses hypo- 
thèses, permises, parce qu’elles conduisent d’une manière simple 
à des résultats vrais, mais inexactes en elles-mêmes, et peu propres 
à la précision rigoureuse que des élèves doivent chercher à mettre 
dans les raisonnements de toutes leurs études. 

Ce moyen consiste à chercher un système de surfaces ou de 
lignes, dans lequel se trouvent à la fois ou la ligne, ou la surface 
que l’on considère , et sa tangente ou son plan tangent II est évi- 
dent que s’il est possible d’obtenir l’équation d’un pareil système , 
au moyen diunc constante arbitraire ; en donnant tour a tour à 
cette constante les valeurs particulières à la droite et au plan 
tangent , ou bien à la ligne et à la surface primitive. On obtiendra 
d’une part l’équation de la ligne 'courbe et de sa tangente ; de 
Tautrc , l’équation de la surface et de son plan tangent. Prenons 
le cas le plus général, et ne nous occupons que des plans tangents 
aux surfaces. 

Sur une surface quelconque, concevons que du point x,y, z 
on ait mené des cordes à chacun des autres points x', y', z'. Ces 
cordes croissant ou diminuant toutes ensemble dans un meme rap- 
port , prennent une première, une seconde, une troisième 

valeur , et forment ainsi une première , une seconde , une troi- 
sième. . . . surface. Il est évident que toutes les surfaces qu’on 
formera ainsi seront semblables à la primitive , et semblablement 
placées dans l’espace ; c’est-à-dire seront telles , que leurs lignes 
homologues seront à la fois proportionnelles et parallèles : donc 

38 
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m« mémoire, aussi ces surfaces Sbront toutes tangentes à la primitive au point com- 
mun x, y, z. Tant que le rapport (a) des cordes homologues sera 
positif, ces cordes seront toutes du même côté du plan tangent en 
x, y, z à toutes les surfaces ; mais ces cordes seront de côtés 
opposés , lorsque ce rapport (a) deviendra négatif : donc , enfin , 
lorsque la quantité (a) aura la valeur déterminée zéro , l’équation 
générale sera celle du plan tangent à la surface au point que l'on 
considère. 

Il est visible qu’ici nous dégageons la méthode des tangentes 
de toute considération infinitésimale. Nous ne tombons pas non 
plus dans la méthode des limites, parce que dans cette méthode, 
la grandeur limite est celle dont les grandeurs variables approchent 
sans cesse , mais sans pouvoir jamais l’atteindre ; au lieu qu’ici la 
grandeur particulière où nous nous arrêtons, peut être atteinte et 
même dépassée. D’ailleurs, il doit nous être aussi permis, dans 
notre équation générale , de faire a = o, qu’il peut l’être dans une 
équation telle que ç ( x , y , z) = o , d’y faire a = o. 

Il est aisé de transporter dans l’analyse ce mode de génération 
que nous n’avons présenté si longuement qu’afin de prévenir toute 
objection : x, y , z étant toujours les coordonnées du point que 
l’on considère sur la surface , soient x-f-Ç,y-f-v,z-f-£les coor- 
données d’un autre point en général, l’équation de la surface 
primitive étant 

(*-+-?, y + «)*, 

celle du système de surfaces semblables cherché , sera 

z 4- <*£ = <P (*-f- <*£ , y 4- » 

qui , lorsqu’on y fera x = 1 , deviendra l’équation même de la 
* surface primitive; cela est évident. Mais lorsqu’on fait x=o dans 
cette seconde équation, elle appartient d’abord au point x, y, z, 
et elle donne 

* = <P (x, y): 
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Soit maintenant 
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(n).... z + Z=A(x+X)-f-B(:r+Y), 
réquation du plan qui touche à la fois en x , jt, z toutes les sur- 
faces du système , plan dont aucun des points n’appartenant ni 
aux valeurs positives de a , ni à ses valeurs négatives , et qui ce- 
pendant faisant partie du système général , doit correspondre à la 
valeur zéro de a. Observons, premièrement, que x,y, z appar- 
tenant nécessairement ou plan tangent (H) , il iàut qu’on ait 
z=Ax-f-By, et par conséquent , Z=AX-(-BY. 
Rendons à présent *= o dans l’équation générale du système 
de surfaces dérivées de la primitive ; alors £ , u , £ se changeront 
en X , Y, Z , et on aura 

Z = + __ AX 4- BY , 

équation qui fait voir que pour obtenir A , il faudra supposer que 
dans <p (x,y), X devienne x-f- cef , ou simplement x -I -h, puis 
développer .par rapport à h, retrancher de ce développement la 
grandeur primitive f , diviser tout par h ; et faire enfin h = o. Il 
est évident qu’aiors tout ce qui restera du développement de <p 
en x , sera le coefficient de la première puissance de à , et c’est 
ce coefficient qui égale A. De même B sera le coefficient de la 
première puissance de k dans le développement de <p en le, lors- 
qu’on mettra y + av ou-simplement y k au lieu dey. 

Si l’on suppose qu’au lieu de présenter immédiatement cette 
méthode pour les plans tangents, oomme nous le faisons ici afin 
d’ètre plus rapides, on la développe d’abord pour les tangentes des 
lignes courbes planes; puis qu’on l’applique au c.ercle et aux autres 
lignes du second degré , avant de la généraliser et de la transpor- 
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iu«» MÉMOIRE, ter aux surfaces , il me semble qu’elle sera susceptible de toute 
la simplicité et de toute la rigueur désirables. \ 

Si l’on voulait désigner par les caractères reçus, les coefficients, 
desquels nous venons de voir que dépend la direction des tangentes 

ou des plans tangeçts , on représenterait par 9' ( x ) ou ^ la valeur 
> lorsqu’on y lait h — o-, et alors 
’z = <p ( x, y) <*> 
étant l’équation d’une ligne courbe , 

z — z' = *'(x)(x — x') ou z— z'=^(x — x') 

serait l’équation de la tangente à celte courbe; mais si <p était à la 
fois fonction de x et de y, on ferait 

f( y )ss » ( XH} =2 W { 

lorsque k = o ; enfin , on aurait 

z — z'= ?'(*)(*—*') •+■ <P'(y)(y — y), 
ou » 

z — z' = ^(x — jO + ^O' —y ') , .-•■■■> 

ou , comme nous avons écrit jusqu’ici pour plus de simplicité , 

z — z'=/>(x— x') + q(y— y'), 

• ■ 

expressions dans lesquelles p , et p' (jy) sont 

pour nous les coefficients différentiels partiels communs de 1 équa- 
tion du système général de surfaces que nous avons formé. 
Lorsqu’on propose une équation 

z = 9 (x,y, a), 

dans laquelle a est une constante arbitraire , à chaque valeur 




(♦) Lorsque y est regardé comme une constante. 
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particulière de a correspond une surface distincte. Ensuite , en m „, mémoire. 
considérant a comme une fonction de * et y , on obtient une 
surface essentiellement différente des premières , et si l’on veut 
que celle-ci et l’une de ceUcs-là soient tangentes dans toute l’éten- 
due de leur intersection , il faudra qu’on égale à zéro la partie 
A' (x — x' ) -j- B’ ( y — y 1 ) , que a supposé fonction de x et de y 
ajouterait à l’ordonnée Z du plan tangent; et l’équation 
o = 

ou, suivant la notation que nous venons d’indiquer, ses différen- 
tielles ^ étant prises dans l’équation du premier ordre en re- 
gardant x , y, z comme constantes , > 

d £ d *+£ d y=°> 

serait l’équation qui ferait cônnaître la tangente trigonométriquc 
& appartenant à l’angle formé en chaque point x , y , par l’axe 

des x et la direction de la courbe cherchée ; ce qui donnerait l’équation 
aux différentielles partielles de cette courbe que Monge a nommée 
caractéristique , et dont il a fait un grand usage. 

Les lignes et les surfaces lieux des centres de courbure , sont 
de vraies enveloppes , et les équations des normales , immédiate- 
ment dérivées de celles des tangentes ou des plans tangents , 
donneraient facilement, par le moyen que nous venons d’indiquer, 
tout ce qui peut être relatif aux contacts du second ordre et à la 
courbure des surfaces : enfin, en suivant une marche absolument 
analogue, on s’élèverait aux ordres supérieurs. 




m 



~ ' Google 




t 



«I» MÉMOIRE. 



NOTES PRINCIPALES 

DU TROISIÈME MÉMOIRE. 



NOTE PREMIÈRE. 

Des rayons de courbures des paroboloïdes. 

Si dam l'équation générale des surfaces du second degré rapportées à leur 
centre comme origine, 

S+ï+S— 

nous mettons z + c pour z , nous transporterons l'origine à l'un des sommets 
placés sur l'axe des z , et nous aurons 

x* y* , x* a* 

i r + Z? + ? + T = 0 ’ 

ou , en multipliant tous les termes par c , 
c . . c , *• 

“.•^4-ï-./+7 + a *-°' 

Supposons maintenant que les trois axes a , b , c deviennent à la fois infinis , 

p ICI 

mais dans un rapport tel que — =r — et j; =i g- soient cependant des quan- 
tités finies , le terme s'évanouira seul , et il restera 



Cl 



*• . y* . 

Â + B + al==0 ' 



C’est l'équation générale des paraboloïdes dont le sonynet est pris pour origine , 
et l'axe pour axe des z. 

11 suit de là , que si , des résultats que nous avons obtenus en parlant des 
surfaces du second degré qui ont un centre , nous voulons passer aux mêmes 
résultats relativement aux paraboloïdes, il faudra simplement faire*a , b , c 

infinis , les rapports = ^ = restant finis. 
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Appliquons cette méthode à U détermination des rayons de courbure ; nous | I[m , mémoire 
avons trouvé pour cette valeur (art. VIII de ce Mémoire^, 

r= v^* + £ + 5 x . 

+ ai- 



Mais cette meme équation e»t évidemment identique avec celle-ci , 

*-^+ï+?x ■ o 

f ( a '+5^)-(>4-y , 4<) ± ^/ ^(«■+A-+r')-(x-+y+^)y a'l>' ( cjy‘ | » 

Mettant donc z -f~ c pour z , et réduisant comme nous venons de dire qu’il faut 
le faire , il vient pour l’expression des rayons du paraboloïde , 

» - * ✓(“^-‘•S+Ê+O}- 

En suivant la marche ordinaire indiquée par la râleur générale des rayons de 
courbure en fonction des cofficients différentiels du premier et du second ordre , 
nous eussions pu parvenir directement à cette équation. 

En effet , 

CG £+£+•*=“ 

donne immédiatement 

dz x dz y 

& ~ P A’ • Iÿ~^ B' 






£?Z 

a? : 



:r =-Â- 



d*z 



d’où 
Ensuite 

d'où 

Combinant ces valeurs , on trouve 

(. + P ‘) t- W+ (, + tf)r—~ (' + Ç) B " (» +|) ï = " 



d'z I 

If — — g ; 



A+B— ü.- 
AB 



■'JT *''* ~***i*fc<. ,V» to^Ie 
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Donc enfin , on aura généralement pour tona les paraboloïdes , 

(I +q‘) r — apqs + (i 4 -p‘)t __ A + B — an 
»(rt — r") a 

o+p‘+ 9’)‘ y , y. 

Par conséquent aussi , 

«- « (S^)(- 

Or , telle est 1a valeur que nous venons de trouver. 

Remarquons maintenant dans cette équation , que y -f- i étant la 

valeur inverse du cosinus de l'angle formé par le £lan tangent avec le plan 
des x 4 y , l’autre facteur • 



A 4* B — uz 






*+{+■) 



est égal à la portion de l’axe des z qui, suivant le signe d: , est la projection 
de l’un ou l’autre rayon de courbure. 

La somme de ces deux portions de l’axe est donc donnée par cette expres- 
sion très-simple 

A + B- az, 

dam laquelle A , B sont les demi-paramètres des deux paraboles principales. Ensuite 
le produit des deux rayons de courbure est égal au produit des deux demi- 
paramètres, divisés chacun par le quarré du même cosinus, c'est-à-dire, du cosinus 
de l'angle formé par la normale et l'axe des z. 

Si donc un plan tangent au paraboloïde et mobile, fait constamment le même 
angle avec l’axe des z , pour tous les points de contact qui correspondront à ses 
diverses positions , le produit des deux rayons de courbure sera constant *, et alors 
la somme des rayons croîtra ou décroîtra proportionnellement à l’ordonnée z 
du point de contact. 

Enfin , pour toutes les sections faites dans un paraboloïde parallèlement à sa 
base , la somme des deux rayons de courbure est réciproquement proportion- 
nelle au cosinus de l’angle formé par la normale avec l’axe des z. 
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De l’indicatrice des paraboloides. 

Houj Tenons d« voir que l'équation générale des paraboloides rapportés à leur 
sommet comme origine, et à leurs plans principaux comme plans coordonnés, étant 



m 



x* v* 

Â + B+ ai =° 



on a pour les coefficients différentiels du second ordre. 



s = o , t = — 



donc dans les mômes hypothèses , l’équation des indicatrices des paraboloïdes est 



Ci] 



Or j*observe que les coefficients de X — x et Y — y no contiennent ni x ni y ; 
ils resteront donc les mômes , quelles que soient ces «^ordonnées -, d’où résulte ce 
théorème remarquable. : o Dans tout paraboloidè du ‘ second degré (elliptique ou 
hyperbolique), les indicatrices de la courbure%e projettent toutes sur un plan per- 
pendiculaire à l’axe, suivant des courbes semblables et senjblableraent placées, 
c’est-à-dire, qui ont leurs lignes homologues parallèles. « 

Mais nous savons ( art. I ) que chaque indicatrice peut être considérée comme 
la section faite dans la surface par un plan parallèle au plan tangent, et qui d’ailleurs 
en soit infiniment voisin ; de plus , toutes Les sections faites dans une surface du second 
degré par des plans parallèles , sont semblables et simblablement placées dans 
l'espace. Donc aussi , pour un même plan de projection quel qu'il soit , les pro- 
jections des sections faites par des plans quelconques seront semblables aux pro- 
jections des indicatrices dont le plan leur est parallèle. Mais sur le plan perpendi- 
culaire à l’axe , toute» les indicatrices du paraboloidc se projettent suivant des 
courbes semblables , et dont les axes sont parallèles : 

u Donc toutes les courbes planes qu’on peut concevoir sur un paraboloïde , 
projetées sur un plan perpendiculaire à l'axe , sont des courbes semblables , et 
semblablement placées sur ce plan , c’est-à-dire quelles ont leurs lignes homologue* 
parallèles. Enfin , la même propriété aurait lieu encore , pourvu que la projection 
*e fit parallèlement à l’axe, mais d’ailleurs sur un plan quelconque, n 
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SUPPLÉMENT 

A L’ARTICLE IV DU PARAGRAPHE PREMIER 

DU SECOND MÉMOIRE. 



Osculation des courbes tracées sur des surfaces qui sont en 
contact suivant une ligne quelconque . 

En exposant les propriétés du contact des surface» et de celui de leurs sections , 
( premier Mémoire, page 34 et suivantes ; second Mémoire , page 83 et suivantes ), 
nous p'avous pas donné aux théorèmes que nous avons exposés, tout le déve- 
loppement dont il/ sont susceptibles : nous croyons devoir le fairt ici. 

Lorsque deux surfaces ont dans tonte l'étendue d’une ligne courbe un contact 
de l’ordre m , un plan tangent à cette courbe et qui coupc les deux surfaces > 
y produit deux sections qui n’ont pas seulement entr'elics un contact immédiatement 
supérieur à m, niais immédiatement supérieur au double de m. Voilà ce que nous 
allons démontrer généralement. 

Prenons sur la ligne de contact des deux surfaces , les deux points immédia- 
tement consécutifs x, y , *, et x dx > y -j- dy , z-\~ dz , ai nous supposons 

que les deux équations de cette courbe de contact , sont 
y = f(x), *=/(*), 

nous aurons pour équation, d* sa tangente au point x, y, z, 

(6).... Y-y = f.(X-x), Z-z=f.{\~x), 

et cette équation pour le point x *+• dr , y -\-dy , z 4- dz , deviendra 
O'). Y-y-dy = (f+dT) (X— x-dr) , 2^z—dz=(f+df’)Qi--x--dx). 

Donc au point où cette dernière droite rencontre le plan 
X — x = o, 

mené par le point Jc,y t ~ » perpendiculairement à Taxe des x, on a 

[n... Y— jr— dy=(f + dF)^r, Z — dz = (f + df) dx , 

équations qui , en vertu des équations mêmes de la courbe de contact , *c 

. / 



t 
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réduisent à 

y— y = &.dx=?.djc\ Z —z = df'.dx=f''dx*. 

Ces équations nous apprennent d* abord que la distance du second point au point 
x , y , z pris sur les deux surfaces , est une distance infiniment petite du second 
ordre ; puisque , à cause de X — x == o , cll^st exprimée ainsi 

vC(y ->)*+ (z - *)•] Mb t/Tr'+y*). 

Maintenant, faisons passer un plan quelconque par la tangente ( 9 ')’, ce plan 
tracera sur le plan X — x = o , une droite dont l’équation peut être mise som 
cette forme 

(().... Z — z — f ,dx' = m(Y — y — F.dx*), 

puisque cette droite doit passer par x, y «f- F.dx*, z + f.Mx* point de la 

droite ( V ) placé sur le plan X — x = o. 

Maintenant soient 

* = ?(,y). * = «(.y)> 

les équations des sections faites dans les deux surfaces proposées par le plan 
unique X — x = o •, ces équations, comme on voit , ne sont ■autre chose que 
celles mêmes de ces surfaces , en y regardant seulement la variable x comme une 
constante égale à X. 

Cherchons l’intersection de la première courbe z — 9 (y) , avec la droite dont 
nous venons d’obtenir l’équation 

Z — 2 — f .dx' — m (Y — y—f’.dx'). 

Soient y ■+• h et z + k les valeurs de Y et Z qui appartiennent au point 
d’intersection cherché. Par cette hypothèse , l’équation précédente donnera 

h ~ mh -f- (f‘ — mf) dx*. 

Mais l’équation z — p(_x) donne 

A* . .. h 3 



-f-p* 4 . etc. 



en combinant ces deux équations , on trouve immédiatement 
(f’ — mir)dx' = (9' — m)h + 9’ A ‘ * * V 



1 . a Ï7ÏT3 



+- etc. 



Le premier membre de cette équation étant infiniment petit du second ordre J 
lorsque dx est infiniment petit du premier , il faut alors , si h est aussi du pre- 
mier ordre, que p' = m, ce qui serait rendre la droite que nous considérons, 
tangente & la première surface. Nous exclurons cette hypothèse, et nous tuppo- 
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4 

ll m « MÉMOIRE serons < ï ue ^ r0 ^ e et cette surface se coupant sous un angle fini quelconque , m et 
p' sont par conséquent deux quantités différentes. 

Mais si p f et m sont différents l’un de l’autre , pour que le second membre 
de 1 équation précédente soit un infiniment petit du second ordre , il faut que h 
soit lui-même un infiniment petit du second ordre, dx étant du premier. 

Donc , dans ce cas , on pedMNoujours faire h =r «.dx*, « étant une quan- 
tité finie. 

Si maintenant , à la courbe z = p {y ) qui appartient à la première surface , 
nous substituons la courbe z = <t> (y) qui appartient à la seconde , nous aurons 
de même, en prenant y 4 H et z-f-K. pour les coordonnées du point où cette 
courbe est rencontrée par la droite (/) , 

(/"— "»P ) ir*= ( — m ) II + *' ^ + etc. ; 

mais les deux courbes p et ♦ étant tangentes en x , y , z , = ♦' ; or est diffé- 

rent de m : donc m et sont inégaux ; donc en vertu de l’équation précédente , 
nous aurons aussi K = A dx\ A étant une quantité finie : donc , en mettant cette 
valeur dans l’équation précédente , et tt.dx* pour k dans l’équation donnée par la 
* première courbe , il viendra 






.. , A.dx* # À\ , - A 1 , dx 9 

K = <t»' 1- <t>* h * 4 «te- 

i i.a i.a.3 

Or , z -f- k est l'ordonnée du point intersection de la trace (t) et de la premières 
courbe t=p (x) : c'est donc un point de l'intersection de la première surface 
et du plan coupant. Mais x— dx est l’abscisse du point où la tangente toucha 
les deux surfaces , et ce point est sur le plan coupant, puisque QV) y est tout 
entière. D’ailleurs, la courbe de contact ayant pour équation en x et z, 
z = f (x) , donne dz = f . dx. 

Donc enfin , pour la courbe tracée par le plan coupant sur la première surface , 
lorsque x devient x± dx , la différentielle de z est A dbf* . dx. 

Ainsi l’équation de la première courbe d’intersection est immédiatement, ’ 



de même , 



j rr » ■ * tt.dx* , &*.dx* . m ed.dx* . 

dz=fdx + f . — 1- ¥ . — a - 4- 1 • —7 + etc. 



t ~ , A.dx* _ A*, dx* , 

dz—f dx -f- S» . — -f- ¥ . — — •+. C* 



l .a.3 

A 3 , dx* 



+ etc. 



1.3 1.3.3 

•et l'équation de la seconde courbe d'intersection. Voyons maintenant quel est le 
rapprochement de ces deux courbes. 



t 
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La fonction f étant indépendante des fonctions f et , nous voyons d'abord 
que , quelles que soient ces deux fonctions , et par conséquent quel que soit 
l'angle formé par deux surfaces qui se^oupent , tout plan tangent à leur inter- 
section coupe ces deux surfaces suivant deux courbes tangentes. 

Avant de pousser plus loin cet examen, déterminons les valeurs de a et A. 

Pour cela , reprenons les équations 

A 3 . 

rrî +etc * 

H 



(/'— mf) dz*— (*>' — ro) 7 4- 77 + Ç>* - 



Cf-mT) dx'= (*'- m) - -f- ÜL + *• JîL 

> 1.3 1.9.3 



+- etc. 
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Elles donneront , par le retoiè- des suites , deux séries de la forme 
(0— •• A = adx* -f- àdx* -f- edx fi - f- etc., 

(a) . . . . h = Adx* -f- Bdx* -f" Cdx 6 -f* etc. , 

dans lesquelles on aura 

.*■£=»£, A asX r-T . 

«P — m «1/ — rn 

Donc l’une des équations suivantes entraînera toujours l’autre * 
a = A , p' = «■'. 

Maintenant , revenons aux deux développement» qui appartiennent aux deux 
intersections dont nous voulons apprécier le rapprochement. 

Supposons d’abord que les deux surfaces ont simplement dans toute I etendne 
de la courbe qui leur est commune , un contact du premier ordre ; alors on aura 
pour tous les points de cette courbe , 

= •' donc aussi, a = À; 
et les deux développements deviendront 

f r • (o A<£r*-f- • . .) p" (a , .)« e j c f 

dzz=f'dx + *'.(a+ndx 1 +...) — + $' (a+ndx’+....y — -J- etc. ; 

1 1.9 

doü il suit que dx étant une quantité du premier ordre, les deux dz ne 
pourront différer qu’à partir des termes 



, dx* 



^-TT' 

Donc elles ne pourront différer de quantités plus grandes que le quatrième ordre , 
et par conséquent , elles auront entrclles un contact du troisième ordre. 

Ainsi, lorsqu un cylindre est circonscrit a la sphère, un plan quelconque tangent 



a\ir* 



a'dxt 



Dig'itized by Google 



I 



I 



I ' 



* 

ï 

« 



/ 









23o DÉVELOPPEMENTS DE GEOMETRIE. 

II"* MÉMOIRE. à leur courbe de contact , coupe la sphère suivant un cercle qui n’est pas seu- 
lement oscillateur de l’ellipse section du cylindre , mais qui a un contact du 
troisième ordre avec cette ellipse. * 

Supposons maintenant qu’on ait 

p' = «t>' , 9' = 4> m . . . . jusqu’à Ç m — 4>'” 

Par cette condition les m premiers coeflicicnts des développements ( 1 ) et (a) 
seront identiques. Nommant donc p et P les deux coefficients du rang m-f-i , 
les premiers termes par lesquels la* dz des deux développements puissent dif- 
férer, seront 

l l) 

(p — P)<lr’C-+0 + (,«+>_ t— -‘J- — . - ; 

t . a* . . .m+i 



donc les deux sections auront entr’elles un contact de l’ordre 2 (m-f-i)— 1 . 

Si , par exemple , les deux surfaces ont dans toute l’étendue de leur courbe 
de contact un rapprochement du second ordre , tout plan qui les coupera tan- 
gentiellement à cette courba , y tracera deux sections qui auront au même point 
un rapprochement du cinquième ordre. 

Si le plan coupant , au lieu d’avoir une position quelconque par rapport à la 
courbe de contact , était son plan osculatcur , alors h et II , au lieu d’être des 
infiniment petits du second ordre , seraient des infiniment petits du troisième : 
il faudrait donc mettre a.dx'-t-bcbc *-\-. . . , au lieu de a,dr*-^bdx ^. . . ; alors 
on aurait 



dx,=fdjc: + f'.(a + bdr 3 +...)—~ + ** (0+ bdz s +. + «te. » 

j_5 1 i 

dz—f dje 4- *' (a -f Bdx'+. . .) — — 4“ (a 4“ BdrHv . . ^ 4“ «te. , 



et dans cette nouvelle hypothèse , si on avait 

f'r= ♦' , z=z , etc. jusqu’à 4»" ; 

le premier terme de la différence des dz serait de la forme 

(p — P)***"*) 4-(^"-*-«— » 

i.a....m4-i 

Donc les deux surfaces auraient entr’elles un contact de l’ordre 5(m 4" 

De là résulte ce théorème très-simple : lorsque deux surfaces ont, suivant toute 
une ligne courbe, un rapprochement du premier ordre, tout plan osculateur de 
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cette courbe trace sur les surfaces , deux sections qui ont entr elles un rappro- UrM MÉMOIRE, 
chement du cinquième ordre. 

Enfin , pour passer au cas le plus général , supposons que la surface coupante , 
au lieu d'être un plan , soit quelconque , et qu'elle ait un rapprochement de l’ordre n 
avec la courbe de contact des deux surfaces données. Et pour ne rien laisser à 
désirer , employons pour ce cas qui renferme tous les précédons , la méthode 
générale des fonctions analytiques. 

Soient a , b, c les coordonnées du point de la courbe de contact, par lequel 
passe la surface coupante. Soient a - f- « , c -f- y les coordonnées d’un 

point quelconque de cette courbe, dont les deux équations soient 

(C).... 6 + C:=f(a4--), c + y=/(a+«) 

Soient a - f- « , i + vf ^ les coordonnées de la section faite par le 

plan x ss a -f- « dans la première surface coupée , cette section aura pour équation 

*(c + y + A) = (6-f S + h). 



La seconde surface coupée aura de mémo pour équation 

♦(c + T + A) = (* + tf + H), 

H étant l’ordonnée de cette seconde section pour l’accroissement k commune aux 
deux sections faites par le plan x=a-f-*, normale à l’axe des x. 

Soient maintenant a-f"; i + C-f-h, c-f-y-j-x les coordonnées de la surface 
coupante ; on aura de suite pour cette surface une équation de cette forme 

. c + y+*=l(û + s, 4 + • 



exprimons d’abord que cette surface et la courbe è>-FC=f(a-f-«), «) 

Ont un contact de l’ordre n. Mettant dans l’équation de la surface, f(a-f-*) pour 
*+C,fai. 

-H y + * — ^ C a + * > + 



si nous faisons h = o , nous resterons sur l’intersection de la surface et du cylindre 
ayant b -f- * = f ( a ■+• « ) pour base , tandis que ses arêtes sont parallèles à l’axe 
des z. Or , il faudra que cette section et la courbe ( C ) aient un contact de 
l’ordre n. Faisant donc ^ [ «, f (*)]= •(*),«! comparant les développements 

de/... y = ./(a) + -~f (a) + (“) + ■••. 



de a» , . . 



y -f K = *é/ (a) 




J .3.3 



* (ü) -f • . 



f 

rf 
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Il faudra qu’on ait 

f = S, f — 



Donc 









i.fl. . .n-f-i 

* étant la distance du point a-4-«,6-f-C, c-f-y à la surface coupante , cette 
distance mesurée sur l’ordonnée z parallèle à l'axe des z. 

Maintenant, lorsqu’on voudra trouver l'intersection de la surface coupante et de 
la courbe + + >1 faudra supposer dans l'équation 



*=(*(•+•)— /C-h>) . 



, que f (6-f-C) devienne f (5-f*) -f- h , et alors 



i .3. . .n-f i 

a devenant x-f- xz= A sera toujours de la forme 

( «C-+o — + etc. . . , 

1 .a. . .n-f -1 

c’est-à-dire, que* n+ ‘ sera toujours la moindre puissance de « qui puisse entrer dans ft. 
Soit donc h = O*"" 4 "' ; développant ft):=f(e-f»y*4-à),ona 

* = P (c-f-y) — j f- 9 — ' + etc * 

et de même , en comparant la seconde surface avec la surface coupante , 

k (û> 



H=$' (c + y) 



- + • («+r)- — — P-v 



Pour reconnaître maintenant le rapprochement des courbes exprimées par ces 
deux équations , observons que Q et ( O ) , lorsqu’on y fait * = o , deviennent 

• - — ■ - ■ - . Donc , en se bornant aux moindres puissances de «, la partie O de 

i.fl n-4-i 

ft et de (Û) qu’il faudra considérer, sera la même. Mais si les deux surfaces proposées 
ont un rapprochement de l’ordre m , il faut qu’on ait q>' = . . . . r= O" ; donc 

Ce + y ) - C* + y)] 

sera la moindre puissance de l’accroissement « dans la différentielle des ordonnées . 
des deux sections. Donc, ces deux sections ont au point a , b , c, un contact de lordrê 

(n + O + O— «• 

Si , par exemple , n = i , m = i , les deux sections auront un contact dq troi- 
sième ordre : c’est ce que nous avions déjà démontré. 



FIN DE LA PREMIÈRE SECTION. 
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Les deux Mémqirat qui composent cette seconde Section , ont 
été présentés le i " février i8i3 , à la Classe des Sciences phy- 
siques et mathématiques de l’Institut de France ; et dans sa 
Séance du 8 mars i8i3 , elle tes a jugés , comme les précédents, 
dignes de son approbation , et d’être insérés dans le Recueil 
des Savons étrangers. 

En i8oy, le dernier de ces Mémoires avait été déposé à 
l’Institut Royal de Naples , qui mit l'auteur au nombre de 
ses Associés étrangers. 





DÉVELOPPEMENTS 

DE GÉOMÉTRIE. 



QUATRIÈME MÉMOIRE. 



GÉOMÉTRIE PURE. 



PARAGRAPHE PREMIER. 

Propriétés générales des surfaces trajectoires orthogonales , 
relatives à la courbure des surfaces. 

m 

La première partie de ces recherches avait principalement pour 
but d’envisager les surfaces dans la forme de leur courbure , on 
chaque point considéré isolément , et , pour ainsi dire , indépen- 
damment de toutes les antres. Nous avons vu que des l’instant 
où le nombre des données est suffisant pour que cette forme en 
un seul point soit compiettement déterminée, il est toujours pos- 
sible et même focile d’obtenir chacun des éléments qui la consti- 
tuent et la particularisent , à partir de ce point: Enfin, nous avons 
vu que la simple discussion des ligues courbes du second degré, 
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iv*« Mt.MOiÆ. conduit à la solution coraplette des problèmes de ce genre ; c’est- 
à-dire , du tous ceux où les données et les inconnues sont des 
quantités dépendantes de la courbure des surfaces en un point. 

Les questions où les grandeurs graphiques à déterminer , n’ap- 
partiendraient pas seulement à des points individuels , mais à la 
surface toute entière; ces questions, dis-je, seraient iufiniment plus 
difficiles à résoudre que les premières. Les solutions ne pourraient 
plus être constamment les mêmes pour tous les cas ; elles chan- 
geraient dans leur nature , comme les surfaces dans le genre de 
leurs formes. Nous savons actuellement , par exemple, qu’il est 
toujours facile de déterminer pour quelque point que ce soit d’une 
surface donnée , la direction de ses lignes de codrbure, et la gran- 
deur des courbures principales, estimées suivant ces lignes. Mais si 
l’on voulait obtenir simultanément tous les points d’une de ces 
mêmes lignes , la géométrie ne pourrait plus nous offrir de méthode 
que dans chaque cas particulier où la nature de la surface serait 
connue ; elle se refuserait constamment à résoudre des questions 
plus générales : enfin , il serait impossible de réduire les solutions 
à des méthodes universelles qui , par la variation successive des 
éléments qu’elles embrassent, puissent devenir également appli- 
cables à toutes les formes particulières de l’étendue. 

On se tromperait en croyant que Iatgéométrie , dans ses moyens 
de procéder à la recherche de la vérité, doit avoir des bornes posées 
seulement par la nature de cette science , et non par la nature 
même des choses. On se tromperait également en croyant ces 
bornes moins reculées que celles où l’analyse peut atteindre en 
marchant vers le même but. Ces deux méthodes sous des formes 



différentes, sont les développements identiques d’une seule «I même 
science qui soumet à la fois toutes les grandeurs à scs combinai- 
sons, à scs rapprochements. L’une, sans jamais perdre de vue les 
choses mêmes qu’elle doit considérer, porte partout l’évidence avec 
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clic ; elle rend sensibles toutes ses conceptions , toutes scs opéra- 
tions , et les grandeurs graphiques sont pour elle un moyen de 
peindre dans l’espace, et sa marche et ses» résultats. L’autre substi- 
tue aux quantités dont elle s’occupe , des lignes purement abstraites; 
elle dépouille les grandeurs de tout ce qui n’est pas inhéreut aux 
relations qu’elle envisage ; elle ramène tout à des lois générales ; 
elle représente les objets par des symboles qui les remplacent; 
clic est une laDguc : elle parle , qu’on me passe l’expression , elle 
parle et elle exprime tout ce que pense ou conçoit la première ; 
et ces deux marches si diilërentes ont l’une par rapport à l’autre, 
les mêmes avantages et les mêmes désavantages que la pensée 
relativement à la parole. En fixant les idées par des signes , l’une 
soulage l'intelligence dont elle double par là les forces à chaque 
pas : c’est ainsi qu’elle est , qu’elle sera toujours le véritable instru- 
ment des grandes découvertes. Mais souvent par le secours de l'autre 
méthode, on pressentira les vérités nouvelles, et d’une seule concep- 
tion on ira trouver ce qu’on atteindra plus tard que par de longues 
formules; souvent aussi cette vue anticipée amènera dans les calculs 
l'élégance et la facilité. 

Quoi qu’il en soit, si la géométrie ne peut pas s’élever à des ques- 
tions d’un certain oKlre, l’analyse doit donc également se trouver 
insuffisante pour atteindre à leur solution. Ainsi , de même que la 
géométrie ne peut pas offrir de moyens généraux pour décrire com- 
plettement les lignes de courbure des surfaces supposées quel- 
conques, l’analyse ne présentera pas non plu» de méthode qui 
s’étende à la fois aux surfaces de tous les genres, et qui puisse 
offrir, dans tous les cas, l’équation immédiate de leurs lignes de 
courbure. Cette équation, effectivement, ne pouvant être obtenue 
que par l’intégration de fonctions dépendantes de la forme qu'affecte 
la surface , l’intégration demeure impossible tant que la surface , 
et par conséquent ces fonctions ne cessent pus d’être générales et 



IV" MÉMOIRE. 



*58 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

iV« mémoire, indéterminées. Pour les mômes raisons , encore , comme il ne s’en- 
suit pas de ce qu’une surface est d’un genre détermine , qu’il est 
possible à la géométrie de construire ses lignes de courbure , la 
môme restriction doit être imposée à l’étendue des résultats ana- 
lytiques. Dans tous les cas où cela sera possible à la première 
de ces deux sciences, celle-ci pourra s’élever à l’équation générale 
des lignes de courbure ; dans tous les antres cas , il ne lui sera pas 
possible d’obtenir cette équation. 

En considérant ainsi l'analyse et la géométrie dans leurs rapports, 
ces deux sciences s’éclaireront mutuellement, et chacune d’elles 
s’accroîtra de tous les progrès de Fautrc. Dans les questions qui 
nous occupent , par exemple , chaque espèce nouvelle de fonctions 
qne l’analyse saura soumettre à ses intégrations , fera connaître 
les lignes de courbure d’autant de familles différentes de surfaces ; 
et chaque nouvelle classe de surfaces dont la géométrie pourra 
déterminer les lignes de courbure , conduira dans Fanaiyse a l’inté- 
gration d’autant de genres différents de fonctions. 

No rejetons donc aucun de ces moyens pour procéder à la 
recherche de la vérité ; jugeons-les utiles l’un et l’autre , et cher- 
chons dans choque caste plus a vantageoxÿ et puisque, dans le sujet 
que nous traitons, l’analyse ne nous donnerait pas ceque la géomé- 
trie ne pourrait obtenir , continuons encore à suivre la méthode qui 
nous a servi d’abord, et voyons jusqu'au clic est susceptible de , 
nous conduire; nous reprendrons ensuite la méthode des calculs. 

Si pour quelque ^urfitcc que ce soit , nous pouvions établir entre 
les grandeurs graphiques de tous les points d’une même ligne de 
courbure , des relations générales et constantes ; quoique ces rela- 
tions fussent nécessairement insuffisantes pour la détermination 
absolue de cette ligne , ce serait cependant un pas de fait dons la 
recherche do sa forme : on aurait d’autant plus limité la classe! 
des courbes parmi lesquelles doivent se trouver les lignes de couf- 



J 



iitÎ7ûH h\/ 



1 



THÉORIE. SECTION U- a3 9 

I>ure, on n’aurait ptua à considérer que lea espèces soumises aux i\< Mi.uome. 
relations déjà trouyéea. 

Nous allons présenter un théorème général également applicable 
à tous les genres de surfaces , et qm , dans tous les cas , nous 
offrant une infinité de moyens différents pour procéder à la déter- 
mination des lignes de courbure , permet , en choisissant le plus 
avantageux, de parvenir , par la voie la plus facile, au résultat qu’on 
se propose. 

Que l’on conçoive une courbe quelconque tracée dans l’espace , ni<»r<iMf.id.uinm- 

ul •ta* Je* tutr&e ■ 

et par chaque point (i , a, 5 ) de cette courbe, trois surfaces ar- ir-.iMo.it» onho. 
hitraircs (S,), (SJ, (S,), fig. i. * 

Si chaque surface (S,)- et chaque surface (SJ se coupent à angle 
droit dans toute l’étendue de leur intersection ; si pareillement 
cliaque surface (SJ est coupée à angle droit par chaque «urfacc (SJ, 
et de même , chaque surface (S,) par chaque surface (SJ , aussi à 
angle droit, dans tous les points d’intersection de ces surfaces de 
différents systèmes : si, en un mot,les surfaces (jJJ,(SJ, (SJ forment 
ensemble un système de trajectoires orthogonales , chaque surface u, 

(SJ sera coupée par toutes les surfaces (SJ suivant les différentes ‘““'“““J" 
lignes d’une de ses courbures , et elle sera coupée par toutes les 

. . ioim orlltogotulei . 

surfaces (SJ suivant les différentes lignes de la seconde cour- ou de* orfAolomf* 
hure. De même. , chaque surface (SJ sera coupée par les (SJ 
et les (SJ ; chaque surface (SJ le sera par les (SJ et les (SJ , 
suivant ses. lignes de première et de seconde courbure : enfin ce 
théorème nura lieu , quelles que soient, les relations des divers 
systèmes entr’eux , quelles que soient les lois qui lient entr’ elles 
les surfaces d'un, même système , quelle que. soit chaque surface 
des trois systèmes «/’orthotomides ( voyez la note I ). 

En supposant vrai ce théorème , on doit voir quelle peut être 
•on utilité d*na la recherche des lignes de courbure des surfaces. 
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iv« mémoire. Il suffira , pour connaître ces lignes , de trouver un seul système 
de trajectoires orthotomides , où soit comprise la surface que l’on 
considère ; car en déterminant alors les intersections de cette sur- 
face avec celles qui lui soqj partout normales, ces intersections 
seront les lignes mêmes cherchées. 

C’est réduire en analyse une intégration à une élimination, et 
il est inutile de dire quelle différence existe entre les difficultés 
de ces deux opérations. Saus doute il restera toujours à déterminer 
ces systèmes généraux de surfaces trajectoires orthogonales ; mais 
cette question étant d’uno autre nature que celle de la recherche 
immédiate des lignes de courbure , on conçoit qu’il y aura des 
cas où cette recherche directe sera plus facile ; alors il faudra tout 
simplement y recourir : tandis qu’il y aura d’autres cas où la méthode 
ordinaire sera la moins avantageuse ; alors il faudra l’abandonner 
pour se servir du moyen que nous proposons. Il ne fout pas 
qu'on dise que si l'intégration de l’équation aux lignes de cour- 
bure est impossible , la détermination d’un système de trajectoires 
orthogonales qui donnerait ces lignes , est impossible aussi. Dés 
qu’une surface existe, ses lignes de courbure existent pareillement;' 
quand on n’en obtient pas l’équation, cela signifie seulement que 
les méthodes connues sont insuffisantes; et comme chaque surface 
individuelle est comprise dans une infinité de systèmes de tra- 
jectoires orthogonales, qui tous donnent les lignes de courbure 
cherchées , on conçoit qu’on peut trouver un de oes systèmes, et 
cette découverte conduit à l’intégration d’un nouveau genre do 
fonctions : ce sont deux sdfviccs pour un , rendus à la science par 
çe moyen de procéder .à la recherche de la vérité. Mais nous 
reviendrons encore sur l’application que nous proposons, lorsque 
nous aurons démontré le théorème que nous avons avancé. 

Et dtuioMiratioii. Considérons pour un moment une seule surface dans chaque 
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groupe des (S t ), des (S.) et des (S 3 ), et représentons par (i, a), iv« mémoire 
(a,3),(5,i) les courbes orthotomiques suivant lesquelles sc 
coupent les surfaces (S,) et (S.) , (S,) et(S 3 ), (S 3 ) et (S,). Cela 
posé, cherchons quelles relations les directions de ces courbes d'in- 
tersection (1, a), (a, 3), (3 , 1 ) peuvent avoir au point (1 , a, 3) qui 
leur est commun à toutes trois. 

Si par (î , a, 3), fig. a, nous menons le plan tangent à (S,), et 'qu’à 
une distance infiniment petite du premier ordre, nous menions à 
ce plan, le plan parallèle (*•), celui-ci coupera lu courbe (a, 3) 
eu un point O sous un angle infiniment peu différent de l’angle 
droit, et par conséquent ce plan coupera (S.) et (S 3 ) suivant deux 
courbes (Oar,), (O ,r,) qui se croisent en O sous un anglç infiniment 
moins different encore de l’angle droit; c’est-à-dire, sous un angle 
qui sera droit à une quantité prés du second ordre , puisqu’uu point 
O les deux surfaces (S.) et (S 3 ) ne cessent pas de se couper à angle 
droit. (Voyez la note II.) 

Substituons maintenant à (S,) une de ses osculatrices du second 
degré (2) , qui ait son sommet P au point d’osculation (î , a, 5) ; 
cette nouvelle surface coupera (S.) et (S,) suivant des courbes 
(2 , S,), (2, S 3 ) osculatrices en Pà(i, a), (î, 3) : donc les sur- 
faces gauches ou développables formées par toutes les normales de 
(2) suivant (2 , S.) , (2 , S 3 ) , seront osculatrices aux courbes (î , a), 

(î , 3). Par conséquent eii O 6ur la normale primitivePOr , elles 
seront encore tangentes aux courbes infiniment voisines (zr, a), 

(tt, 5) : donc, au même point O, ces deux surfaces des normales sc 
couperont à angle droit, à des quantités prés du second ordre. 

Si maintenant nous traçons les droites APB, CPD, lig. 3, 
tangentes aux sections principales de (2), en son sommet P ( PC, 
par exemple, étant la plus petite section), et que nous prenions 
le plan tangent en P pour plan de projection , les normales à (2) 
eu deux points N, N' du meme côte de AB, se projetteront eq 

5i 
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rv«* MEMOIRE, dedans de la surface , et se dirigeront toutes deux d’un même 
coté de APB. 

Supposons que PN , PN' représentent les éléments du premier 
ordre des courbes (i , a), ( 1 , 3), à partir du point ( 1 , 2 , 5) ou P ; 
NT, NT' étant la projection des normales parties de N et N', le 
plan ( 7 r) coupera ces deux normales en deux points r , »' qui se 
projetteront à distance du second ordre de N et N'; mais PN , PN' 
sont j par hypothèse , d’une longueur du premier ordre ; donc, queL 
que position que puissent prendre les courbes d’intersection ( 1 , 2 ) , 
(1 , 5) entre AB et CD , les angles »P»' et NPN' différeront toujours 
entr’eux de quantités du premier ordre , et par conséquent ne 
pourront pas appartenir aux intersections de la surface (S,) avec (S.) 
ni (8j) , tant que les deux normales Nr, NT' ne seront pas placées 
sur les plans principaux do (2); c’est-à-dire, ne rencontreront pas 
la normale de (SJ passant en P : donc, pour que les trois surfaces 
puissent se couper deux à deux orthogonalement , il faut qu’au point 
( 1 , a, 3) qui leur est commun à toutes trois, les lignes ( 1 , a),(i, 3) 
suivant lesquelles elles se coupent, soient tangentes aux direc- 
tions APB , CPD des sections principales de l’osculatrice (2) du 
second degré. 

Or nous savons , et Ton peut démontrer, à priori , comme nou 3 
l’avons fait, premier Mémoire, § 11, qu’au sommet P d’une sur- 
face du second degré , les directions des sections principales CPD 
APB sont celles de plus grande et de moindre courbure de la sur- 
face; donc aussi les directions des lignes trajectoires (1 , a), (a, 3), 
(5, i ) sont constamment sur les orlhotomides ou surfaces tra- 
jectoires orthogonales quelconques (SJ , (S.) , (SJ , les lignes diri- 
gées suivant la plus grande ou la moindre courbure de ces sur- 
faces : donc, enfin, ces trajectoires elles-mêmes sont deux à deux 
au même point, les lignes de plus grande et de moindre cour- 
■ bure des orlhotomides (SJ, (SJ, (SJ. 
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Jusqu’ici dans les relations que nous avons reconnues pour être iv« mémo i ne. 
les conséquences nécessaires de Porthotomic des surfaces (S,) , (S,), Eumm<i«gr.n.feui» 
(S,) , nous n’avons rien vu qui puisse isoler les surfaces d’un groupe Itrrr. ff>i 1 .» p.i [ a 
des surfaces d’un autre groupe. Considérons leurs intersections suc- 
cessives, et dans les formes particulières qu’elles affectent, cher- 
chons à suivre encore la loi qui coordonne le système général des 
trajectoires orthotoraides. 

Comme l’examen dans lequel nous allons entrer est par lui-même 
assez abstrait, et qu’on peut à la rigueur se dispenser d*en suivre 
les détails , quoiqu’ils soient propres à jeter beaucoup de jour sur 
la théorie de la courbure des surfaces et des lignes courbes f 
nous croyons devoir avertir ceux qui ne veulent pas approfon- 
dir un tel sujet , qu’ils peuvent omettre le paragraphe suivant , dis- 
tingué par des guillemets , et passer de suite au troisième , où ils 
trouveront l’application des généralités exposées dans le premier. 

S IL 

Discussion générale des systèmes de surfaces trajectoires 
orthogonales. 

v. Présentons d’abord quelques dénominations qui reviendront Dn « a» 
» souvent dans ce que nous allons exposer. De la même manière uo r'“ 1 “- 
» que tous les cercles écliptiques sont rencontrés tangentiellement 
» sur la terre ou dans le ciel, par des cercles tropiques qui scr- 
» vent de limite à l’espace couvert par ces cercles , nous appcllc- 
» rons tropique d’un système quelconque de lignes Eéê'E', EV«"E "g 

» E"«V"E"', la courbe itVV" , fig. 4, qui touche à la fois 

x chacune des courbes primitives. 

» Par analogie , ensuite , lorsqu’au lieu d’un système de lignes , 

» nous aurons à considérer un système de surfaces , nous nom- 



système des surfa- 
ce* trajectoires or- 
thogonal-». 
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i\t mémoire. » merons surface tropéïde , ou simplement tropéïde , la surface 
» particulière qui daus chacun de ses points , touchera l’une des 
» surfaces primitives. 



trrac 

|n<Vr« sur une Mine , 
de ittilucc». 



D„ tropiq»,, « ,w, » D’après cela , il est visible qu’on pourra toujours considérer 

tropt'to-i uat«- ^ j c tropique . . ., fig. 5 , comme formé par les intersections 
’» successives des courbes primitives E«'E, E'tV'E', E'W'E".... 
j> immédiatement consécutives ; que de même, ou pourra toujours 
» considérer la surface tropéïde comme formée par les intcrsec- 
» lions successives des surfaces primitives qui se succèdent im- 
» médiatement. 

» Supposons qu’un groupe de surfaces (S,)', (S,)", (S,)'",. . . soit 
» représenté , i*. par le système de lignes (1, 2)' , (i, a)' , (t, 2)'. . . 
» couvrant (S,)'; a', par (t, a)", (1 , 2)", (1 , 2)”... couvrant 
» (SJ'; 5 ". par (1, a):, (1,2);, (1,2);.... couvrant ( S,)% etc. 
» Si nous considérons les intersections successives des (S,)', (S,)", 
» (S,)'"..., ou la tropéide de leur système, nous dirons: dans 
» toute l’étendmAlc l’intersection de (S,)' et de (S J', chaque courbe 
jj ( t) 2)' est coupée par une courbe (1, a)"; de même daus toute 
j> l’ctcndue des intersections de (S,)" et de (S,)'", chaque courbe 
» (1 , 2)" est coupée par une courbe (1 , 2)'"; et ainsi de suite. Ainsi , 
» par exemple , (1 , a)' , (1 , a)" , (1 , 2)%. ... se couperont consé- 
» Cutivcmcnt , et formeront une première surface (S,), et un tro- 
» pique [ 1 , a], sur cette surface ; de même (1 , a)' , (1 , a)J (i , 2); 
» se couperont consécutivement, en formant une seconde sur- 
» face (S,)„, et un tropiqtlc (1 , al, sur cette surface, etc. 
*» Nous venons donc d’obtenir un second système de surfaces (S.) 
» absolument différent du premier système (S,). : et les tropiques 
» [1, aJUO» a )«> t 1 ) a L de cos surfaces (S.) sont tous sur la 
» tropéïde des (S,). La réciproque de ce principe est également 
j, vçaie;' c’est-à-dire qu’en repassant des (SJ aux (S.) , comme 
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•» nous sommes parvenus des (S,) aux (S.) , nous verrons que les iv«* mLmoire. 
» tropiques [a, 1 ] y , [ a , t],,, des (S,) sont tous sur la 

» tropéïde des (S,). 

» Ainsi, lorsque l’on considère une série de surfaces dont le 
» nombre dépend d’un seul paramétre arbitraire, et, sur chaque 
» surface, un système déterminé de lignes courbes. Ces lignes 
» courbes , par leurs intersections successives sur les surfaces qui 
» les contienuent respectivement , forment une première série de 
» tropiques , et l’ensemble de ces tropiques , une certaine surface 
» tropéïdc. Ensuite, lorsque l’on considère chaque courbe comme 
» coupée par une autre , prise dans la surface infiniment voisine , on 
» trouve une nouvelle série de tropiques, une nouvelle tropéïde : 

» or cette dernière tropéïde est ce qu'on appelle ordinairement la 
» surface enveloppe des surfaces primitives; et l’autre tropéïde , 

» au contraire, est l'enveloppe de la nouvelle série de surfaces; je 
» veux dire de la série des surfaces formées par les intersections 
» successives de chacune des courbes données avec celle qui la 
» suit et la précède immédiatement en passant d’une des surfaces 
» primitives à l’autre. 

r> Revenons maintenant à notre système général de surfaces 
» trajectoires orthotomides (S,), (S,), (S,). Le groupe des (S.) est 
» traversé par celui des (S.) suivant les courbes (i , a) : à ce 
» système de courbes (1, a) , correspondra donc d’abord une 
» première suite de tropiques [1, a] , placés sur les (S,), et for- 
» niant par leur ensemble la tropéïde [ a, ] des ( S, ) ; puis une 
» seconde suite de tropiques [a , 1], placés sur les (S,) , et formant 
» par leur ensemble la tropéïde [r,~\ des (S.). EnBn , la même cor- 
» respondancc des lignes tropiques et des surfaces tropéïdes avec v 

» les surfaces primitives , aura lieu pour les courbes ( 1 , 3 ) , 

» intersections des (S,) , avec les (S 3 ), et pour celles (a , 5 ) , inter- 
» sections des (S,), avec les (S,). 
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iv* mémoire » Cela posé , considérons , par exemple , les intersections snc- 
» cessives des surfaces (S s ) , ou leur tropéïde [«■,]. Généralement 
» parlant , cette tropéïde sera la limite de l’espace occupé par les 
» (S,) : elle sera donc également la limite de l’espace occupé par 
» les (S.) et les (S.) , puisque partout les surfaces du système gé- 
» néral devant se couper à angle droit , chaque point des surfaces 
» d’une série est aussi commun à quelque surface des deux autres 
» séries. Mais cette tropéïde [<r,] étant la limite de l’espace occupé 
» par les surfaces (Si) , leur est évidemment partout tangente. Donc 
» elle sera partout normale à quelqu’une des (8,) et des (S,). Con- 
» cluons d’abord que les courbes communes aux surlaces (S.) , 
» aux (8.) et à la tropéïde [v,] t prises deux à deux dans l’un et 
» dons l’autre de ces trois séries, forment dans toute l’étendue do 
» cette [>i] , un triple système de trajectoires ortlioloiniqucs. 

Ad» .ic rchrouMe- » Nous venons de voir qu’aucune des surfaces (S,), (S») ne peut 
ir.jntonn ouhu- » franchir la limite ou tropéïde [«•,] , que chacune d’elles pourtant 
juuUm. # rencontre à angle droit : donc après avoir atteint cette tropéïde, 

» il faut aussi que chacune d’elles se rebrousse pour former une 
» seconde nappe unie à la première dans toute l’étendue du contact 
» des (S,), ou (S.) avec [v,]; par conséquent, chacune des lignes 
» (», a) intersection des (S,) et des (S,), en venant rencontrer à 
n angle droit la tropéïde [v,] , change de nappe sur (S,) et sur (S,), 
» et rebrousse perpendiculairement à la même [v,]. 

» Par conséquent , encore, toutes les orthotomiques (î, 3), 
» placées sur la même (8,), en venant par leurs intersections suc- 
» cessives former leur tropique [i , 3] sur [tr,) , toucheront ce tro- 
» pique sur [or,], et changeront de nappe en se prolongeant toujours 
» sur la même (S,). Enfin , ce tropique sera pour les deux nappes 
de (S,) une véritable arête de rebroussement. 

» De même, toutes les trajectoires (a , 3) placées sur une meme 
» surface (S,), viendront toucher leur tropique [a , 3] sur la tropéïde 
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» [ 9-, ] , et cc second tropique sera pour les ( S, ) ce qu’était le iv»< mémoibe. 
» premier pour les (S,), la limite de deux nappes distinctes, en un 
» mot , une véritable arête de rebroussement des (S,). 

» Ainsi sur la tropéïdc [«■,], les projections (1, 5 ) forment une 
» première série d’arctes de rebroussement qui sont respective- 
» meut les tropiques des (S,), premier groupe; les trajectoires 
» (a, 5 ) forment une seconde série d’arêtes de rebroussement qui 
7 > sont respectivement les tropiques des (S a ) , second groupe , et 
» chaque tropique de la première série coupe à angle droit tous 
» ceux de la seconde série; mais nous venons de voir que les 
r> trajectoires (1,2) ont toutes un point tropique ou point de re- 
* broussement sur [tr 3 ] qu’elles atteignent à angle droit : 

» Donc enfin , les tropiques de (8,), les tropiques de (S,), et les 
» intersections (1 , a) des surfaces (8.) avec les (S.) , forment sur 
» la tropéïde [a,], le système général de courbes orthotomiques 
y> dont nous avons démontré l’existence il n’y a qu’un moment. 

» D’ailleurs tous les résultats que présentent les relation^ des (8,) 

» avec les (S,) et les (S,), sont également applicables aux (S,) et 
» aux (S.) considérées respectivement par rapport à la combinaison 
» des deux autres groupes de surfaces (8,) , (S,) ; (S 3 ) , (S,). Ainsi le 
n système complet des orthotomides (S,), (S,), (S 3 ) présente en 
» général trois tropéïdcs bien distinctes [<r,], [<?,] , [*J, dont chacune 
» est touchée par toutes les surfaces orthotomides et leur sert de 
» limite. Mais chaque tropéïde est touchée tangentieliement par les 
» orthotomides d’un premier groupe , et normalement par celles 
» des deux autres groupes , dans toute l’étendue des lignes tro- 
» piques réciproquement orthogonales : enfin ces tropiques sont 
» pour les deux derniers groupes de vraies arêtes de rebroussement 
» placées tout entières sur la tropéïde que l’on considère. 

» En général , chaque orthotomide ( S, ) a donc deux tropiques 
t) bien distincts, l’un produit par les intersections successives des 
» (1 , 2) sur la tropéïde [<r,]; l’autre par les intersections successives 
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iv« MÉMOIRE. » des ( 1 , 5) sur la tropéïde fa,] : ces tropiques sc coupent à angle 
» droit , et sont l’un et l’autre de vraies arêtes de rebroussement 
» de la surface (S,) qui les contient. 

D» iip>» i.ypait»- » Considérons maintenant , sur la tropéïde fs-.] , les tropiques fi, a] 
» des (S,) ; cherchons la courbe formée par leurs intersections 
» successives-, c’est-à-dirc , le tropique des tropiques [ i , a] , ou 
» Y hypertropique [I, II] des surlàces (S,). Deux tropiques con- 
» sécutils [ 1 , a )', [ i , a ]" appartiennent à deux surfaces (S,)', (8,)" 
.» aussi consecutives ; cela est évident : donc l’intersection des deux 
» tropiques est sur la surface fa,], tropéïde des (S,). Donc tous 
» les points de V hypertropique [I, II] sont sur [a - J ; mais par 
» hypothèse , ils sont placés sur [y,] : donc fhyperlropique des (S,) 
» est la commune intersection [ 1 , II] des deux tropéides [<rj et 
» [<r,]; mais par les mêmes raisons, l’intersection de [a,] et [VJ 
» est aussi l’hypertropique des (8.) : donc, enfin , l’intersection des 
» tropéWes (<r J et fa) est à la fois la courbe liypcrtropique des 
r> (S.) et des (S,). Ces hypertropiques étant des lignes extrême- 
» meut remarquables , il convient de s’arrêter un moment à leur 
> examen. 

j> H est évident que les tropéïdcs fa,) et [V,] étant rcspcctive- 
}> ment tangentes aux surfaces orlhotomides (SJ et (S,) , si les tro- 
is péïdes se pénètrent réciproquement , elles ne pourront lo faire 
» qu’a angle droit. Donc ces (SJ, partout normales à fa,) et à |VJ, 
» traceront sur ces tropéïdcs les courbes tropiques [3, i], [3 , 2 ] , 
» normales cntr’elles et à fhyperlropique [I, II]. 

» Connue la surfqcc (S 3 ) ne saurait dépasser les tropéides fa ,] , 
» fa,], il faut que le point d’intersection de deux tropiques [3, 1 ], 
»> [3, 2 ], soit pour l’un et pour l’autre uu vrai point de rebrous- 
» sèment. Ce point placé sur la ligne hypertropique , sera donc la 
» limite commune des deux tropiques [3 , 1 ] , [3 , 2 ] de l’orthoto- 
» rnidc (SJ. Il sera pour nous le point hypertropique de la surface 



Digitized by Google 



. 7 TBÉpRIE. SECTION It y; . ! I a4g 

y> (S,) ; par conséquent , la courbe d’intersection des tropéïdes [a-,] , rv»« mémoibï. 
» [VJ, ou la ligne hypertropique [I, II}, n’est autre chose que la 
» série des points hypertropiques des surfaces primitives (S 3 ). 

» Voici quelle est la forme générale de la surface (8,) à Sou point 
» hypertropique II, fig. 7. 

» Ce point étant un point de rebroussement pour les deux tro- p®;«* 

▼ bypertropiqtiet. 

» piques [1 , 3] , [a , 5] , est le point de concours de quatre branches Fonn , „ uultsu »M, 
» lia, lia'; H6, H6' de ces deux tropiques; mais chaque point “ 'f 

» a, a'..., G, G'.... est un point de rebroussement des Irujec- 
» toires (a, 3) ou (1, 5) : on a donc quatre feuillets y, y' , J' 

» qui viennent se confondre en H avec le plan normal au mémo 
» point à l’hypertropique [I, II], Il semble qu’ici les points hy- 
» pcrtTopiques ne pouvant déyelopper les suriaces (S,) complè- 
j> temeut autour d’eux , les plient chacune en quatre nappes dont 
» la superficie remplit en ce point un quart du plan tangent. Cetto 
y> forme est vraiment remarquable; elle lait, comme on voit, du 
» point H, la limite des tropiques alla', £116' de Porthotomide (S,), 

» ou le point tropique de ces courbes tropiques. C’est ce que 
» j’appelle le point%ypertropi(jue de la surface (S,). Ainsi donc, 

» chaque surface (S,) doit généralement en avoir autant qu’il y a de 
» points communs à cette meme (S 3 ) et aux deux tropiques £«•,], [«■,}. 

» Nous allons maintenant examiner les cas singuliers où les points 
» hypertropiques présentent des formes entièrement differentes, 

f ' f 1 1 4 *1 y;. . \ l ’ ; 

. » Supposons d’abord que l’une des tropéïdes, [a - ,], par exemple, se r>«i»i"“"w«rrî<i»- 
» réduise à une ligne courbe {a,}. Cette ligne ne cessera pas pour •itrfaccscjt wm Ma- 
» cela d’être le lieu des tropiques [i,5], [3, 5] de toutes les surfaces 
» (S.) , (S,). Mais commeccttc ligne tropéïdc doit être alors le lieu des “ itt * 0Ium ' 1 ' 

» intersections successives de toutes les (S s ) , il faudra que chaque 
» (S,) contienne cette ligne tout entière. Dans ce cas , chaque pointO 
» de {a,}, fig.8, représentera tout un tropique [ 1 , 3] , [3, 5] des ortho- 

5a 
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iv»« mémoire. » tomides (8,) et (Sj), c’est-à-dire, qu’au point O passeront toutes 
» les courbes (1, 3 ) appartenant à la même (S, ) , et toutes les 
» courbes (a, 3 ) appartenant à la même (S.). Ce point tropique O 
» sera donc pour les surfaces (S.) et (S.) , cc qu’est le sommet 
» du cône par rapport à cette surface; les courbes (a, 5) ou (i,5) 
r> étant respectivement représentées par leurs tangentes arêtes d’un 
» cône dont le centre est en 0. 11 est facile, en eflfct, de sc con- 
j> vaincre qu’on peut toujours concevoir deux cônes dont le centre 
» soit en O sur la courbe tropéidc , et dont les arêtes soient res- 
•» pcctivement tangentes aux courbes (V, 3 ) de (S,) , et (a, 5) de 
x (S,). Il faudra donc qu’à partir de cc point O qui lui seul est une 
» des trajectoires, on trouve pour lignes d’une des courbures des 
)> (S,) et des (S.) des courbes fermées , et d’autant plus petites , 

» qu’elles serout plus voisines de lui. 

» Si l’une des surfaces (S,), ou (S.), fig. 9, (SJ, par exemple, avait 
x un point de rebroussement O sur [<?,} , ce point appartiendrait 
x nécessairement à la tropéïde [«■,] : donc il serait un point liyper- 
x tropique sur la surface (S,). Cependant le cône tangent à (S,) 
x au même point , 9e réduirait à un simple gfan , et le point O ne 
» serait plus en apparence un point singulier de (S,). Mais il serait 
x toujours le représentatif d’une ligne trajectoire ( 1 , 2 ) , d’où les 
x courbes trajectoires (1, 3 ) divergeraient comme autant de rayons 
» partis d’un seul et même centre; toutes les courbes trajectoires (1,2), 
x au contraire , formeraient, à partir de cc point , des courbes fer- 
» mées autour de lui, d’abord infiniment petites , puis successive- 
x ment de plus en plus grandes, et enfin d’une forme quelconque, 

» fermées ou non fermées selon la nature de la surface (S,). Ces 
» points hyper tropique 3 singuliers, sans en avoir l’apparence, ont 
x été particuliérement nommés ombilics; cette dénomination est 
» réellement très -heureuse ; et, comme la plupart des dénomina- 
x lions empruntées aux anciens, elle porte son caractère avec die: 



De» ombilics. 
Première capèc*. 
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» ainsi , par exemple , les latu.s eussent appelé du nom d'ombilic, i\.« mémoire. 
» le centre de la surface du parasol, et c’est effectivement un véri- 
» table ombilic de l’espèce que nous considérons. Si l’on réfléchit 
» maintenant sur ce que sont les trajectoires du système d’ortholo 
» mides dont nous nous occupons, on appercevra facilement l’iden- 
' » tité de ces points avec les ombilics de première espèce donnés par 

* les lignes de courbure des surfaces. (V oyez Mémoire III , art. IV). 

» Lorsque la surface du tropéïde [?,] se réduit simplement à une 
» ligne courbe {tr s |, comme dans le cas [que nous venons d’exa- 
» miner-, par cela même qu’elle devient la commune intersection 
» de toutes les surfaces (S,) , chacun de ses points est commun à 
» toutes les courbes ( 1 , 3) d’une même (8,) : chaque surface (S,) 

» est par* conséquent perpendiculaire à la courbe Donc celte 
» courbe elle-même n’est autre chose qu’une des trajectoires ortho- 
» gonalcs des (S,), c’est-à-dire, une ligne (a , 3). Donc la courbe jv,} 

» est toute entière sur une certaine surface (S.) j mais chaque point 
» de cette courbe représeute une ligne (a, i): donc la courbe (s,) 

» elle-même représeute toute une surface (S,). Les autres (S.) sont 
» donc des espèces de canaux dont celte ligne est comme un axe; 

» ces canaux s'enveloppent successivement à mesure qu’ils ont un 
» plus grand diamètre, et généralement ne se pénètrent pas. 

» Si, par exemple, nous supposons qu’une sphère d’un rayon va- 
» riable, mais toujours infiniment petit, décrive par son centre la 
» courbe l’enveloppe de l'espace qu’elle va parcourir, sera 
» l’une des surfaces (S.) , les lignes longitudinales de courbure seront 
» les lignes (a, 3) et les petits cercles caractéristiques seront les 
» lignes (î , a). 

» Nous allons bientôt trouver un autre <nnre de lignes jr,j dont 
» tous les points seront aussi les ombilics de (S t ); mais des ombilics 
» qui jouent sur les surfaces un rôle bien différent. 

, » Si , toujours dans la même supposition, on conçoit en outre So>t<n»i<iMpaà»i 

• bjjKTbott<iue». 
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IV«* mémoire. » quo la surface (S.) qui enveloppe immédiatement {«•,}, la ren» 
r> contre en un seul point , ce point se trouvant sur deux (S.) , sera 
» sur leur tropéïdc [<r.] , mais il est déjà sur la tropéïde [«,] : donc 
v il est un point hypertropique. Et comme cette hypothèse ne 
» change rien à la forme des lignes de courbure des (S,) autour 
» de leurs ombilics , ces ombilics sont aussi une espèce de points 
» hvpcrtropiques ; mais ils sont bien différents de ceux dont nous 
x avons, en premier lieu, fait connaître la forme, et qui présentent 
j> quatre feuillets rectangulaires superposés. 

■' - c 

Sc«md* «[>;«. » Il existe encore par rapport aux lignes orthotomiques ( 1 , a) , 

» (a , 3) , (3, i), fig. jo, un genre d’ombilics qu’il est très-important 
.» de considérer sur les surfaces orthotomides (S,), (S.) k (Sj). C’est 
» celui qui se présente sur les surfaces (S,) , lorsque deux branches 
7) des trajectoires ( î , 3 ) , par exemple , venant à se resserrer de 
» plus en plus, se confondent enfin en une courbe unique {I, III}. 
» Cette courbe est brusquement terminée en un certain point O 
» dont les autres courbes ( i , 3 ) approcheront aussi près qu’on 
» voudra , mais sans pouvoir dépasser ce point limite. Si 

• » maintenant nous considérons .les orthotomiques (i, s), nous 

» verrons qua partir des différents points de 0{I, III}, elles doivent 
s’étendre en sens contraire des orthotomiques (î , 5), afin de 
» les couper constamment à angle droit. De plus, il ne faut pas 
yi qu’infiuiment près du point O , ces courbes ( î , a ) coupent le 
» prolongement de {I, III}; car les orthotomiques (î, a) présen- 
ta teraient un système de courbes fermées autour du point O qui 
» deviendrait un ombilic de première espèce, et par lequel toutes 
» les courbes ( î , 3 ) devraient passer , ce qui est contraire à 
» l’hypothèse actuelle. Donc fl iàudra que les courbes ( î , a ) 
» s’étendent le long du prolongement de {I, III}, comme les 
» courbes (i , 3) s’étendent le long de {1, 111} même : donc aussi 
» ce prolongement sera la ligne {I, II} dans laquelle deux branches 
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t> a' a', et'Ç de ( 1 , a) se réunissent en une seule branche, pro- iv<*« mémoire. 
» priété vraiment remarquable. Relativement à la surface (S,) qui 
» contient toutes les trajectoires ( 1 , 3 ) et celles ( 1 , a ) qui se 
» croisent simultanément, le point singulier O est ce qu’on entend 
» par ombilic de seconde espèce. 

» Si nous répétons le même raisonnement pour chaque nouvelle 
» surface (S,) , nous trouverons de la sorte une inlinité de parties 
» {I, III} O et de parties 0{1 , 11} qui seront le simple prolon- 
» gement des premières ; de manière que l’ensemble des courbes 
» {I, III} O {I, 11} formera dans l’espace une certaine surface ; 

» la suite des points O tracera sur cette surface une certaine ligne, 

» et cette ligne la divisera en deux parties qui joueront un rôle bien 
» different dans le système général des orlhotomidcs j car l’une de 
» ces parties représentera deux nappes d’une des (8,), réunies en une 
» seule nappe ; et l’autre représentera deux nappes d’une des sur- 
» faces (S 3 ) , pareillement confondues en une seule. Celte courbe 
» sera donc , si je puis parler ainsi , la suite des points de par- 
» tage des surfaces (S.) du second groupe, et de celles (S 3 ) du 
» troisième : enfin , cette courbe tracera sur les surfaces (S,), des 
» points singuliers qui seront autant d ’ ombilics de seconde espèce , 

» relativement à ces surfaces (S,). Nous verrons ces diverses con- 
» sidérations devenir plus sensibles en s’appliquant à la courbure 
» des surfaces du second degré , qui nous offriront des ombilics et 
» des lignes ombilicales de ce genre. 

» Il est facile d’apercevoir la raison métaplasique de ces der- 
» niêres propriétés. Sans doute il est des cas où les surfaces (S,) 

» sont distinctes des surfaces (S,), comme les (S.) des (S,), ce qui 
» forme trois séries de surfaces soumises chacune à des lois diffë- 
» rentes : ainsi, par exemple, une série de sphères concentriques , 

» une série de plans méridiens , une série de cônes ayant pour 
» bases des parallèles , formeront un système de surfaces trajec- 
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» toires orthogonales , et pourtant les sphères , les plans , les cônes 
» seront donnés par des lois bien diflërentes. Mais en général, ji 
» faut considérer les trois séries de surfaces comme trois ru mi G- 
» cations d’un système unique , et c’est pour passer d’une manière 
» continue d’une de ces séries à l’autre série, qu’on trouve les 
r> ombilics et les lignes ombilicales que nous venons de faire con- 
7) naître. Ceci deviendra beaucoup plus clair par l’application aux 
4> surfaces du second degré. 

» Observons en passant que la surface singulière commune à 
» la fois aux groupes (S.) et (S,) présente un système de trajec- 
» toircs (a, 5) sur les (S.), et (5, a) sur les (S s ) qui deviennent 
» un seul et môme système continu. De plus , la courbe lieu des 
» ombilics est évidemment une de ces trajectoires (a,3),puis- 
» qu’elle est commune à deux surfaces de differents groupes 
» (S,) , (9,). Donc, il faut que le tropique [a , 5] des (S.) placé sur 
» [t,], et le tropique [3, a] place sur [<r,] forment les deux parties 
y> d’une seule et même courbe. Celte courbe est à la fois pour les 
» deux tropéïdes , un véritable tropique ou arête de rebrousse- 
» ment; et les points marqués sur elle, par les surfaces (8,) étant 
» à la fois communs à [?,] et [tr 3 ] , sont , pour la surface (8,) passant 
.» par chaque point, un point hypcrlropique. Cet hypertropique est 
» donc encore d’une espèce differente des deux genres que nous 
» avons déjà reconnus ; mais son examen rendrait trop longue une 
» discussion de points singuliers qu'on trouvera peut-êlre déjà trop 
» étendue. Contentons-nous d’observer encore ici que les surfaces 
» du second degré nous offriront des exemples de ces points ornbi- 
» lies et de ces lignes ombilicales. 

• » Lorsqu’attciguant la tropéïde [<r s ], les lignes trajectoires ( 1 , 3), 
3> par exemple, fig. 11 , perdent leur courbure^ alors le tropique 
» (i,3) de chaque surface (S,) jouit d’une propriété remarquable 
» relativement à la tropéïde [«-,] qui le contient. Soient en effet 
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«‘les deux trajectoires infiniment voisines ( 1 ,5), ( 1 , 5)', et qui se rv«** mémoire, 
b coupent en p sur leur tropique [ 1 , 5 ]. Les cléments pp , pp' 

» de ces deux courbes seront rectilignes, et le plan ppp’ sera 
b osculateur à ces deux edurbes, ainsi qu’à leur tropique [î, 3] 

» qui contient pp et pp' ; or ces deux éléments étant placés par 
» hypothèse sur la même (S,), le plan ppp’ est tangent en p à (8.) , et 
» par conséquent en ce même point normal à la tropéide [o,] w . D’où 
» résulte ce théorème : Si les trajectoires{i, S), d'ailleurs entièrement 
» arbitraires , perdent leur courbure en atteignant leur tropique 
b [ 1 1 3], les plans osculateurs de ce tropique seront normaux 
» à la tropéide [oj qui les contient , et par conséquent, chacun 
» de ces tropiques sera la ligne la plus courte qu’on puisse 
» mener entre deux quelconques de ses points sur la surface 
» tropéide qui le contient. 

b Jusqu’ici nous avons laissé nos surfaces trajectoires dans la plus 
b grande généralité que puisse comporter leur orthotomie , et les 
» résultats auxquels nous sommes parvenus , sont par conséquent 
b susceptibles de s’appliquer à tous les genres de surfaces. Dcs- 
» ccndons maintenant peu à peu de ce degré de généralité. II est 
» utile d’observer comment la géométrie , après s’ètre élevée tout 
b d’un coup aux principes les plus généraux, peut devenir élé- 
b mentaire , ensuite par la facilité des conséquences et la siraplifi- 
» cation des résultats qu’elles présentent. 

" • • w 

■ u 

b Au lieu de regarder comme arbitraires toutes les surfaces Do .ronw 

* (S,)., (S,), (8,)., supposons qu’une seule (SJ conserve sa géué- deux groupe» de 
» ralité , taudis que les (S â ) et les (Sj) sont assujeties à devenir dé- 



En effet , la tropéide (VJ étant partout tangente à quelqu'une des (Sj , 
«tics (S,) partout normales aux surfaces (S,) , il faut aussi que la tropéide fer J 
•oit partout normale aux surfaces (S,).. 



i 
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iv<« mémoire. » veloppables. Voyons d’abord si celte hypothèse est généralement 
» possible. Nous savons que les normales de (S,) se coupent coo- 
j> sécutivcment lorsqu’elles partent des points d’une même ligne 
» trajectoire (i , a) ou ( 1 , 3). L’ensemble des normales de (S,) fpur- 
» nies par une seule trajectoire , forme donc constamment une 
» surface développable. A la série des trajectoires (i , a) de (S.) , 
» correspondra celle d«fe surfaces développables (A.) j de même , à 
» la série des trajectoires ( 1 , 3), correspondra celle des dévelop- 
x pables (A,). 

» 11 est évident que les normales de (S,) étant communes à ces 
» deux systèmes développables (A.) , (A,), elles en seront respec- 
» tivement les communes intersections , et l’angle formé par les 
» développables de different système étant égal à celui formé par 
x les (S.) et les (S,) auxquelles elles sont tangentes , il faudra que 
» les développables (A,) coupent les (Aj) à angle droit dans toute 
» l’étendue des normales à (S,). 

» Par conséquent, étant donnée une surface quelconque (S,), il 
» est toujours possible de concevoir un système général de tra- 
x jectoires orthogonales , composé de la manière suivante. 

» Premier groupe. La surface (S,) et toutes celles (S,)', (S.)", 
» (Sj)'". . . . qu’on formera par un accroissement ou par un décrois- 
» sentent uniforme de toutes les normales à (8.). 

» Second et troisième groupes. Les surfaces développables des 
» normales à (S,) : et toutes les surfaces d’un des groupes coupe- 

» ront à angle droit chacune des surfaces des deux autres groupes. 

: r 

Cowtakii. tWit j> Nous savons d’ailleurs que les trajectoires (t, a) ot (î , 3) sont 
£° t cv»im'*da » les lignes de plus grande et de moindre courbure de (S.) ; par 
j» conséquent , un premier groupe de développables , les (A.) , par 
» exemple , tracent sur les primitives (S,) toutes les lignes ( î , a ) 
* r> de plus grande courbure , et le second groupe de développables, 
» les (A,), toutes les lignes (î , 3) de moindre courbure, 
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» Passons maintenant à l'examen des surfaces tropéïdes de ce iv«* MÉMonæ. 
» nouveau système. Si nous supposons qu’une arête (a , 3) de (A,) , 

» c’est-à-dire une normale de (S.), prenne successivement toutes 
» les positions possibles sur la même développable (A,), les inter- 
» sections successives de cette droite engendreront le tropique 
» [a, 3] de cette développable : c’est ce qu’on appelle son arête 
» de rebroussement. Mais en changeant infiniment peu de position, 

» la droite tourne autour du point qu’elle a sur le tropique [a , 3), 

» tandis que le point de cette normale , placé sur (S,) , décrit dans 
» l’espace un petit arc de cercle tout entier sur la primitive (S.) , 

» tout entier sur la développable (À.) que l’on considère , et par 
» conséquent tout entier sur la trajectoire ( î , a ). 

» Ainsi chacun des points du tropique [ a , 3 ] est un centre de 
» courbure pour la trajectoire (î, a); le tropique entier est la dé- 
» veloppée de la trajectoire. De même , les surfaces développables 
» (A 3 ) tracent sur (S,) des courbes (î , 3) dont les centres de cour- 
» bure sont les points correspondants des tropiques [3, a], et 
» dont ces tropiques mêmes sont par conséquent les développées. 

# Observons maintenant que tous les points de la normale de (S.), 

» placés entre (S,) et le tropique le plus voisin, sont plus près du 
» point d’application de la normale, que de tout autre point de (S,), 

» et qu’au contraire les points de la normale au-delà du second 
» tropique , sont plus loin du point d’application que de tout autre 
» point de (S,) : donc en deçà et au-delà des deux tropiques, aucun 
» point de la normale ne peut être le centre d’un cercle oscula- 
» teur de (S,) au point d’application ; donc les points de la normale , 

» placés sur les deux tropiques, sont les centres du plus petit et du 
» plus grand cercle osculateur de (S,). Ces points ont été nommés 
» centres de courbure de la surfkcc(S t ), parce qu’ils fixent les limites 
» de cette courbure que , d’ailleurs, ils déterminent complettement. 

» La direction du plus petit cercle étant sur ( S, ) celle de la 
» plus grande courbure des sections normales, si, sur (S,), l’on 

33 
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iv»« mémoire. » soit toujours la direction de plus grande courbure , on décrira 
» ce qu’on appelle nnc ligne de plus grande courbure ; si au 
» contraire, on marche toujours suivant h direction de moindre 
» courbure, on décrira une ligne de moindre courbure ; mais alors 
» on aura parcouru les traces des développables (A.) , (A s ) sur (S,), 
» et ces traces se coupent partout à angle droit : donc les lignes 
» de différente courbure se coupent constamment à angle droit. 
» C’est un des principes fondamentaux de la théorie des lignes de 
» courbure. 

» 11 est évident , d’ailleurs, que la courbure des arêtes rectilignes 
» (a, 3), (a, 3)', (a, 5)"... intersections successives des développables 
» (Û.),(A,) , est nulle au point ou ces arêtes atteignent les tropêidcs 
» [o-J et [«■,]. Or, dans ce cas, nous avons vu que chacun des 
» tropiques est la plus courte ligne qu'on puisse mener entre deux 
yi quelconques de ses points sur la tropéïdc qui le contient : donc 
V chacun des tropiques des surfaces développables (A.) et (A,) est, 
» entre deux quelconques de scs points , la ligne la plus courte 
» qu’il soit possible de mener sur la tropéïdc [tr,] ou [a 1 ,] qui le 
» contient ; c’est-à-dire que les lignes des centres de l’une et de 
» l’autre courbure de (S,) , sont les lignes les plus courtes qu’il soit 
» possible de mener entre deux quelconques de leurs points sur les 
» surfaces des centres de courbure. , 

» De plus, chaque normale ( a , 3 ) de (S.) est tangente aux deux 
» tropéïdes («■,) et (g,) ; la développable (A.) qui passe par celte 
• » normale , est tangente à la tropéïde [<r,}, et normale à la tro- 

is péïde [a-,]; au contraire la développable (A,) qui passe par la 
» même normale , est normale à la tropéïde [g ,] , cl tangente à 
^ » la tropéïde [a-,] : d’où il sait que les deux tropéïdes [<r,] et [<r s ], 

» vues d’un même pornt, offriront des contours apparents, réci- 
» proquement orthotomiques , c’est-à-dire , dont les projections 
» sé couperont constamment à angle droit : substituez à l’expres- 
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d sion Iropéïde ou centro-curvide , la longue suite de mots : la iv-* mémoire. 
» surface des centres d’une courbure de la surface primitive , 

» et ce théorème se présentera sous la forme qu’on lui donne 
» ordinairement dam la théorie de la courbure des surfaces. 

» Observons maintenant que les surfaces primitives (S,) étant 
>> formées par une augmentation ou par une diminution uniforme 
» de toutes les normales , elles ne peuvent se rencontrer nulle part , ' 

» cl par conséquent former leur tropéïdc [ <r, ] qui , dans ce cas , 

» n’existe point. Le système particulier d’orthotomides qui nous 
» occupe , ne peut donc avoir que deux surfaces tropéides [v.] et 
» [o-j] , lieux des centres de courbure des (S,) , et par conséquent 
» aussi , qu’une courbe hypertropique [II, III] , intersection de [tr,] 

» et de [»,]. 

» Si nous considérons la surface (S.) lorsqu’elle atteint une des 
» tropéides , [<r,] , par exemple , elle y trace une véritable areie de 
» rebroussement ; c’est le tropique des lignes de courbure (i, a). 

» De même , en atteignant la tropéide [<r,] , clic y trace une seconde 
j> arête de rebroussement ; c’est le tropique des lignes de courbure 
» (î, 5). Enfin, (S,) rencontre à la fois les deux tropéides [<r,}, 

» [V,] en un point hypertropique semblable à ceux que nous avons 
» décrits précédemment, fig. 7. Mais , comme on voit, les surfaces 
» primitives (S,) n’ont un point hypertropique qu’autant que les 
d tropéides [<r.] et [<r 3 ] ont à la fois un point de commun avec (S,). 

» Monge , dans son Mémoire imprimé, Journal de l’École Polytcch- 
» nique, vol. V, cahier XI , sur les surfaces dont les normales sont 
» tangentes à la sphère et au cène, indique un des points hypertro- 
» piques de ce genre ; c’est le point qui se trouve à la fois sur la 
» surlàce primitive , sur le cène et sur la sphère , lieux des centres 
» de courbure. Ainsi , la surface considérée par ce géomètre, ne pré- 
» sente pas un point singulier dont la forme lui est particulière ; une 
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iv»« mémoire. » infinité d’autres surfaces peuvent jouir de la même propriété, et 
j> nous venons de voir quelles conditions sont nécessaires pour cela. 

» Nous avons vu encore que les ombilics d’une surlàce (8,) , 

» quelle que soit leur espèce , sont des points tels que la trajeo- 
» toire qui les contient tous , va rencontrer en un même point les 
» deux tropéïdes [a,] et [<rj : donc lorsque la surlàce (S,) aura 
» quelqu’ombilic , il faudra que sa normale ( a, 3) passant par 
y> l’ombilic , rencontre au même point , les deux surfaces des 
» centres [<r.] et [ff s ), c’est-à-dire, que les ombilics de première et 
» de seconde espèce sont toujours des points de la surface (S,), 

» pour lesquels les centres de plus grande et de moindre courbure 
» sc confondent, et pour lesquels , par conséquent, toutes les sec- 
» tions normales étant d’égale courbure , la surface (S.) devient 
» susceptible d’être osculée en tout sens par une sphère. 

Seconde •hnpUûeâ- » En simplifiant notre système général de trajectoires (S,) , (8.) , 
oa.i' .V oVthmômi. » (S,) , nous sommes parvenus à déterminer tout ce qui peut être 
eovrtmra'dM * relatif à la forme des surfaces, considérées dans l’ensemble de 

•ourbe*. j, i eU rs lignes de courbure. Un degré de simplification encore , et 

» nous parviendrons à déterminer tout ce qui peut caractériser sur 
» la surface générale (S,) , la forme d’une ligne de courbure indivi- 
» ducllc. Nous pouvons considérer cette ligne (a) comme une sur- 
» face dont un rayon de courbure est partout nul , et nous occu- 
» per seulement de son autre courbure. Concevons simultanément 
» tracées toutes les normales de cette courbe (A.) ; elles seront les ✓ - 
» trajectoires de deux groupes de surfaces orthotomides dévelop- 
» pables ( A, ) , ( A, ). J’observe d’abord que toutes les normales 
» parties d’un même point de (A) , sont dans le plan normal en ce 
» point à cette courbe : donc un premier groupe de développables 
» (A.) sera formé par la série des plans normaux à (A);' or les 
» développables (A,) ont chacune leur tropique placé sur la tropéïde 
» [<r,] des autres développables (A,) : d’où résulte ce théorème. 
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» Si d’un premier point de la courbe (A) on passe au point con- iv«« mémoire, 
b sécutif, puis au troisième, au quatrième , etc. et qu’on veuille 
» qu’une première normale partie du premier point, soit coupée 
» par une seconde partie du second point , celle-ci par une troi- 
» siéme partie du troisième point, et ainsi de suite, on formera 
» autant de surfaces développables ( A,) que la courbe ( A ) peut 
» avoir de normales en un seul point, c’est-à-dire, une infinité. 

» Les arêtes de rebroussement ou les tropiques de ces dévclop- 
» pablcs (A,), formeront une surface unique, et ce sera précisé- 
» ment la développable [«J , formée par les intersections successives 
» des plans normaux (A.) de la courbe : chacun des tropiques des 
» développables ( A,) sera une ligne des centres de courbure de 
b la courbe primitive , et par conséquent , la tropéïde développable 
» [<r,] sera le lieu de tous les centres de courbure de la ligne 
» courbe (A). 

b Mais chaque tropique des (A,) , est, sur la tropéïde [y,], la plus 
b courte ligne qu’on puisse mener entre deux de leurs points ; 
b d’où résulte cet autre théorème : Les lignes des centres de conr- 
b bure d’une courbe (A ) sont les lignes les plus courtes qu’il soit 
b possible de mener sur la surface des centres de courbure de 
b cette même courbe ; de manière qu’en développant la tropéïde 
b [<r,] formée par les intersections successives des plans normaux 
b (S.) , toutes les lignes des centres de courbure se réduisent à la 
b fois à de simples lignes droites. 

b Et par conséquent, toutes les développées d’une ligne courbe 
» quelconque , sont à la fois placées sur une surface développable 
b unique , où elles sont autant de lignes de plus courte distance 
b entre deux quelconques de leurs points. - - 

b Si donc on applique un fil sur chacun de ces tropiques [3, a] 
b placés sur la tropéïde [a-,), et qu’on réunisse tous ces fils par 
b une extrémité sur un des points de la courbe (A), on pourra 
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iv«* mémoire. » foire marcher ce point sans qu’il cesse d’être placé sur la courbe 
» primitive , sans que le» fils cessent d’être tous tendus , d’èlre à 
» chaque instant appliqués dans leur partie rectifiée sur un même plan 
» (A,), normal à la courbe (X) , et dans leur partie pliée encore d’être 
j> sur les tropiques [ 5 , a] qui leur appartiennent respectivement : 
» enfin , chaque fil dans scs positions successives devra parcourir 
» évidemment toute une développable (A 3 )*des normales de (X). 

» 11 faudra donc que les parties des fils déjà rectifiées , n’altèrent 
b pas leurs positions respectives par la continuation de ce mouve- 
» ment; et par conséquent, que deux mêmes fils fassent constam- 
» meut enlr’eux le même angle : donc aussi les surfaces dcvelop- 
» pables que ces fils décrivent dons l’espace, font cntr’clles un 
b angle invariable dans toute l’étendue de la courbe ; de manière 
» que si deux fils sont un moment à angle droit , ils le seront tou- 
b jours , et les deux surfaces développables qu’ils engendreront , 
b seront pareillement partout à angle droit. 

iv» s«n cnnrtmrM » Si nous observons maintenant que la connaissance parfaite 
»! une ligue courbe. # d> une courbe à double courbure (x , a) ne peut être donnée par 
b moins de deux surfaces développables qui la contiennent à la fois , 
» et que ces deux développables suffisent toujours à sa définition 
» couiplettc, on verra que dansnotxc système général de trajec- 
» toires orthotomides , chaque courbe ( 1 , a ) est déterminée par 
b une première développable, composée d’arêtes normales à (x, a) 
» et à (S,), puis par une seconde développable composée d'arêtes 
b normales à ( x , a ) et à ( S. ) ; ou , ce qui revient au même , com- 
b posée des normales de (x, a) tangentes à ($,). Ainsi donc, un 
b rayon de courbure do (S.) est aussi le rayon de la courbure 
» qu’affecte sur (8,) la ligue même de courbure de cette surfocc. 

» Nous savons que la courbure des surfaces est déterminée en 
b un point lorsque les deux rayons de celte courbure sont dé- 
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» terminés pour ce même point; mais la courbure qui, sur la surface, iv*« mémoire. . 
d caractérise les lignes de courbure , n’est point pour cela deter- 
» minée ; ainsi , quoique généralement ces lignes aient en chaque 
» point une double courbure arbitrairement dirigée sur la surface r 
» on peut toujours concevoir que ce point soit le sommet d’une 
» surface du second degré , osculatrice à la primitive ; et alors les 
» lignes de courbure de la surface du second degré ne seront pas 
» osculatrices à celles de la surface osculéc, comme il paraît 
» naturel de le penser ; elles leur seront simplement tangentes. 

» Il est évident, en effet, que le plan osculatcur des lignes de 
» courbure qui se croisent au sommet d’une surface du second 
» degré, est le plan même de chacune des deux sections priii- 
» cipales qui se croisent à ce sommet ; mais en considérant la 
t> ligne de courbure (1,3) sur (S,) , si par les extrémités de scs 
» rayons de courbure tangents, l’un à (S,), et l’autre à (S.) au 
» point donné , l’on mène une ligne droite , et que par ce point , 

# on conçoive un plan perpendiculaire à cette droite, il sera le 
» plan oscillateur de la ligne de courbure ( 1 , a ). Or , en général 
» ce plan ne sera normal ni à ( S, ) , ni à ( S, ) , et ne prendra 
» cette direction que dans les cas particuliers où l’un des rayons 
» communs à la courbe (1 , a) et aux surfaces (S,) ou (S.) , deviendra 
» nul ou infini. Observons encore que le point d’intersection de 
_ » la droite et de ce plan , est le centre de plus grande courbure de 
» la ligne (1 , a) , c’est-à-dire , le centre de son cercle oscillateur. 

j> Cependant , il est souvent très-avantageux , et surtout dans les 
» arts, de connaître la vraie courbure des lignes de courbure, et 
» sa direction dans l’espace , parce qu’un élément curviligne d’une 
» étendue médiocre , peut toujours se réduire à son cercle oscu- 
» lateur , et même , si les cas on l’on se trouve l’exigent , éette con- 
» naissance rend facile la description continue de Ces lignes dans 
» une étendoc quelconque ; mais , comme nous veuons de le voir , 



Digitized by Google 




s 64 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

iv« mémoire. » il faut ajouter une donnée de plus à celles qui particularisent la 
» courbure d’une surface en un même point ; j’ajouterai que celte 
» donnée dépend déjà généralement du troisième ordre : au reste , 
» nous reviendrons plus tard sur ce sujet. 



Ccllff des lignes de 
courbure sont com- 
l'irt tentent données 
|>ar notre système 
général de surfaces 
(Htbotouûdes. 



» Lors donc que pour obtenir les lignes de courbure d’une 
» surface (S,), nous la combinons avec deux autres genres de 
» surfaces (S.) et (S,) , ce n’est point un vain échafaudage que nous 
» élevons pour en rendre seulement quelques parties utiles, et 
» faire parade des autres. La surface (S,) , par exemple , a sa cour- 
» bure intimement liée avec celle de ( 1 , a ) , ligne de courbure de 
» (S,), et sert à completter la détermination de cette ligue. De même 
» la surface (S 3 ) sert à la détermination de l'autre ligne de courbure 
» ( i , 3 ) de (S.) , puisque ( t , a ) est par rapport à (S.) , comme 
» (i,3) par rapport à (S,), une ligne de courbure. Le système 
» général que nous avons considéré jusqu’ici , paraît donc très- 
» propre à faire connaître et la courbure des surfaces , et celle de 
» leurs lignes de courbure dans chacun des éléments dont cette 
» courbure se compose; et c’est, à mon avis, l’un des plus 
» grands avantages que puisse offrir ce moyen de trouver les 
» lignes de courbure des surfaces , si d’ailleurs il est susceptible 
» d’en offrir quelques-uns. 



• s III. 

Application des propriétés des surfaces trajectoires orthogonales, 
à la recherche des lignes de courbure des surfaces en général, 
et particulièrement des surfaces du second degré. 



Dans le paragraphe précédent , je me suis attaché spécialement 
à déduire comme des conséquences particulières d’une proposition 
plus générale encore , les propriétés générales de la courbure des 
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surfaces. Il semble que dans l’état actuel des sciences mathéma- tV“« mémoire 
tiques , le seul môyen d’empêcher que leur domaine ne devienne 
trop vaste pour notre intelligence , c’est de généraliser de plus en 
plus les théories que ces sciences embrassent , afin qu’un petit 
nombre de vérités générales et fécondes soit dans la tète des 
hommes, l’expression abrégée de la plus grande variété de faits - 
particuliers. 

• . ^ N 

On vient de voir que le système général, de trajectoires ortho- tauii» a« « 

... . i* 11 dan* U rcchcrclift 

loin ides n est pas moins que celui des surfaces et de leurs nor- dct4i|*e* d«c*ur 
males , propre à nous faire connaître et les lignes de courbure *"“* <ta Mrr,a * 
et tout ce qui tient à la courbure des surfaces ; cependant il faut 
avouer que souvent le système où deux des trois groupes sont des 
surfaces développables , est plus simple et plus facile à considérer 
que le système général : si cela était toujours vrai , les résultats 
que nous avons exposés ne seraient d’aucune utilité dans leurs 
applications , et l’on ne tirerait nul avantage de ce qu’ils peuvent 
offrir de plus étendu. Mais il s’en faut de beaucoup que les choses 
soient ainsi ; dans un grand nombre de cas , et ce sont les plus 
difficiles à traiter, les surfaces développables, soit par un degré 
plus élevé , soit par leur nature particulière , sont moins aisées à 
discuter que d’autres surfaces qui seraient pourtant à double cour- 
bure , et qui n’en doivent pas moins alors être proférées. 

La recherche des lignes de courbure des surfaces du second Kirropu «b v* 
degré, en nous offrant un exemple étendu et remarquable de la 
méthode que nous proposons, fera voir qu’il est en effet des sys- 
tèmes de surfaces à double courbure , beaucoup plus avantageux 
que celui des surfaces développables des normales ; et c’est , si je 
ne me trompe^ parce que cette méthode offre une iuhnité de so- 
lutions différentes , qu’elle peut être susceptible de quelque élé- 
gance. Ce sera d’ailleurs à saisir dans chaque cas le système le 

34 — * 
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iv»* mémoire, pins avantageux , que consistera toute l'adresse de celui qui se 
proposera de l’employer. • • 

Pour déterminer les lignes de courbure des surfaces du second 
degré , d’après les moyens généraux que nous venons de présenter , 
nous allons nous demander quel est le plus simple ordre de surfaces 
susceptibles de couper à angle droit la surface quelconque du second 
degré (2,), dans toute l’étendue de leur intersection avec elle. Nous 
formerons ensuite un système de surfaces orthotomides , composé , 
comme nous l’avons dit , de trois groupes dillërents , mais tels que 
la surface du second degré que nous considérons, se trouve faire 
• partie de l’un d’eux. Les intersections de cette surface avec celles 

de chacun des deux groupes qui lui sont étrangers , seront ses lignes 
de plus grande et de moindre courbure. 

Nous savons qu’un plan napeut, dans une infinité de positions 
différentes , couper partout à angle droit une surface du second 
degré , si ce n’est dans les cas particuliers où celle - ci serait dé- 
veloppable, ou de révolution; dans tous les autres cas, il n’y a 
qu’un nombre déterminé de plans qui puissent jouir d’une sem- 
blable propriété , deux seulement pour le paraboloïdc et trois pour 
les surfaces ayant un centre , comme l’ellipsoïde et les deux hyper- 
boloïdes. Les surfaces du second groupe et celles du troisième , ne 
peuvent donc pas toutes être planes , lorsque dans le premier 
groupe se trouve la surface générale du second degré (2,). 

Otihoinmie de deux Puisque la surface du premier degré ne peut être employée dans 
»ri«o <iu .«ood ce cag , a y 0n8 recours à ce q c q U i ( a suit immédiatement dans 
l’ordre de la simplicité et de la facilité : demandons-nous si les surfaces 
du second et du troisième groupe , ne pourraient pas elles-mêmes 
être do sccogfl degré. Comparons seulement une surface du second 
degré (2.) avec la primitive (2,); et voyons si ces deux surfaces 
peuvent se couper à angle droit dans mute l’étendue de leur 
commune intersection. Il faut pour cela que nous considérions les 
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positions respectives de leurs plans tangents : voyons donc comment iv«< mémoire. 
nous pourrons y parvenir. 

Tout plan tangent à la sphère rencontre trois axes coordonnés 
rectangulaires partis du centre , à des distances de ce centre qui 
sont une troisième proportionnelle à_ l’ordonnée correspondante et 
au rayon : c’est ce que la considération d’un seul triangle rec- 
tangle fait voir immédiatement Ces trois distances sont ce que 
nous avons* appelé les soutangentes du plan tangent ( Voyez la 
note III. ) • 

Mais dans les courbes du second degré , la soutângentc est la 
même ponr la meme abscisse , lorsque Taxe des abscisses est le 
même : donc la valeur que nous venons d’indiquer pour les sou- 
tangentes de la spbére , donne aussi la valeur des soutangentes 
pour les surfaces du second degré. Ces soutangentes sont chacune 
la troisième proportionnelle entre l’abscisse et la moitié de l’axe 
correspondant sur lequel est la soutangenle. 

Doue les valeurs inverses de ces soutangentes sont les ordonnées 
blêmes , divisées par le quarré des demi-axes correspondants. ' 

Or , pour que deux surfaces soient à angle droit en un point , 
nous avons démontré (note III de ce Mémoire) que la somme 
des produits des valeurs inverses correspondantes , que cette 
somme, disoDS-nous, doit toujours être nulle. Donc, si deux 
Surfaces du second degré ayant mêmes plans principaux, se 
Coupent à angle droit en un certain point, lorsqu’on prendra la 
somme du quarré des rapports de. chaque ordonnée de ce point 
àu produit des demi-axes parallèles- à la même ordonnée , cette 
somme sera nulle. 

. Mais on peut toujours concevoir un cône du second degré; dont 

les coordonnées de chaque point satisfassent à une telle condition. * 

Ce cône passera donc à la fois par tous les points où les deux sur- 
faces du second degré se coupent à angle droit. Ce cône aura 
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iv» mémoire, memes plans principaux que les deux surfaces générales du second 
degré : donc il coupera chacune d’elles suivant une courbe qui , 
projetée sur ces plans, ne sera que du second degré. De plus, les 
sommets de ces projections seront donnés par les pointsplacés sur 
les plans principaux : cela est évident. • • 

Si nous exigeons maintenant que les deux surfaces du second 
degré se coupent à angle droit seulement sur les plans principaux , 
sur ces plans aussi les mêmes points appartiendront«au cône lieu 
de tous les points où cette intersection se fait à angle droit. Alors 
le cène et les deux surfaces que nous considérons se couperont 
suivant trois courbes qui, projetées sur les trois plans principaux, 
seront du second degré , et de plus , auront mêmes sommets ( * J : 
donc clics seront identiques. Donc, enfin , les deux surfaces du 
second degré se couperont à angle droit dans toute l’étendue de 
leur intersection , si seulement , leurs sections principales se 
coupent à angle droit . 

• * • • 

Fonmiwn <iu Maintenant que nous connaissons la condition nécessaire pour 
que la surface générale du second degré (2,) soit partout coupée 
à angle droit par une autre surface du même ordre , voyons com- 
ment nous formerons un système* général de surfaces trajectoires 
orthogonales du second degré. . 

Pour construire la surface (2.) qui doit partout couper à angle 
droit (2,), nous prendrons un point quelconque a. sur le grand axe 
OA de (2.) Cg. îa , et nous tracerons sur les deux plans principaux 
passant par cet axe , les sections principales de (2,) ; lesquelles cou- 
peront par conséquent à angle droit , les sections correspondantes 
de (2,) : ainsi par la connaissance d’un seul point de (2.) , cette 
« 

W Ou qui du moins auront deux sommets et deux points communs; car cette 
condition détermine èntièrement *une courbe du secontf degré. 
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surface sera complettement déterminée. Mais quand les deux courbes iv*« mémoire. 
«Mi, AMI, fig. îa, du second degré , sont conaxiques et se coupent 
à angle droit ; F et / étant les foyers de l’une , les rayons vec- 
teurs FM , /M forment au point M le même angle avec la courbe 
AI , et par conséquent avec sa normale My, tangente à «Mi : donc 
F et f sont aussi les foyers de aMï : donc , enfin , deux courbes 
du second degré conaxiques et orthotomiques ont les mêmes 
foyers; et réciproquement, deux courbes du second degré dont 
les foyers sont identiques , se coupent nécessairement à angle droit. 

On voit par là que les sections principales de (2.) et (2.) doivent 
avoir les mêmes foyers, et par conséquent même excentricité. Or, 
la demi-excentricité des courbes'du second degré est égale à la diffé- 
rence des quarrés de "leurs axes : donc, enfin , si les deux surfaces 
du second degré (2.) , (2,J concentriques , et de plus ayant mêmes 
plans principaux , sont seulement liées entr’cllcs par la condition • 

d’avoir .équidiffêrents les quarrés de leurs axes mèmement diri- 
gés , elles se couperont à angle droit dans toute l’étendue de leur 
intersection. 

• 

Examinons maintenant la forme et la position de ces diverses D;«mui..n j* c » 
surfaces du second degré , dont les quarrés des axes varient par des 
augmentations -ou par des diminutions égales. 

Nous ppuvons d’abord supposer que les quarrés des trois axes Premier groupe. 
s’accroissent assez pour devenir tous positifs ; et comme rien ne 
limite cet accroissement , il n’est aucun point de l’espacé, quelle 
que. soit sa distance au centre commun, qui ne puisse être regardé 
comme appartenant à l’une de ces surfaces : il est d’ailleurs évident 
qu’elles sont toutes des ellipsoïdes. . 

Si nous supposons ensuite que les quarrés des axes diminuent 
jusqu’à ce que le plus petit des trois devienne nul , les surfaces 
ne cesseront pas d’être des ellipsoïdes ; mais elles s’aplatiront de 
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« 

jv»« mémoirf plus en plus pour se confondre enfin avec le plan des grandes 
sections principales. 



FJiijue limite. Lorsque le petit axe devient nul, l’ellipsoïde devient simplement 
faire d’une ellipse dont les sommets sont respectivement aux foyers 
de toutes les moyennes et de toutes les petites sections principales; 
tandis que les foyers mêmes de cette ellipse sont aux foyers com- 
muns des grandes sections principales. 

Le quarré du petit axe devenu nul , si les quarrés des axes 
diminuent encore , le quarré du petit axe deviendra négatif; et 
tandis qqc les quarrés des deux autres axes continueront à dé- 
croître , ce dernier quarré prendra des valeurs absolues de plus en 
plus considérables. 

S'conJgmHp'. 1 Tant que le quarré du moyen axe n’aura pas diminué jusqu’au 
HjpM«>i«ïiir» point d’être devenu négatif ou nul , toutes les valeurs que pour- 
iijptiWiqM». ron( p ren( j re [ es axe8 entre l’évanouissement du plus petit et du 
moyen' axe; toutes ces valeurs, dis-je , correspondront à des hy- 
pcrboloïdes hyperboliques ou à une nappe; et, comme les ellip- 
soïdes , ces hyperboloïdes rempliront tout l’espace de leftrs points. 



Hjpcrbolç limite. 



Quand le moyen axe deviendra nul , l’hyperboloïde' à une nappe 
s’aplatira sur le plan des moyennes sections principales , et ne sera 
plus que faire d'une hyperbole dont les sommets sont aux foyers 
communs des grandes sections principales , et dont les foyers mêmes 
sont aux foyers des moyennes sections principales. 



Troisième groupe. 

Hvpcrholmde* 

dlipthjucf. 



Enfin, les quarrés des axes continuant encoreà décroître, appartien- 
dront à l’hyperbolo'ïdc elliptique ou à deux nappes, et le groupe com- 
plet de ces nouveaux hyperboloïdes remplira Pespace de ses points, 
comme le font séparément les groupes des ellipsoïdes et dea.hyper- 
boloïdes que nous venons de former. 

Il n’est donc aucun point de l’espace qu’oB ne puisse considérer 
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comme appartenant à la fois à un ellipsoïde , à un hyperboloïde iv»« mémoire. 
hyperbolique et à un hyperboloïde elliptique du système général 
des surfaces trajectoires orthogonales', où se trouve comprise 
comme individu , la surface primitive du second degré : cette 
surface ayamt d’ailleurs la forme la plus générale. . • 

Le système général des orthotomides du second degré est donc n;v<i*»ion <io «gw* 

.... ■ «le cou rlmre dn 

composé de trote groupes particuliers bien distincts. Le premier «orf**» du *«01111 
formé par des ellipsoïdes , le second par des hyperboloïdes hyper- dcfu 
bolitjoes , le troisième par des hyperboloïdes elliptiques. D’après ce 
que nous avons démontré sur les propriétés générales des sur- 
faces trajectoires orthogonales ou des orthotomides, toutes les 
lignes d’une même courbure des surfaces d’un de ces groupes , 

«ont donc aussi les lignes d’une même courbure des surfaces d’uu 
•second groupe : ce sont les lignes suivant lesquelles ces surfaces 
viennent se croiser à angle droit. 

Ainsi toutes les lignes d’une des courbures de l’hypcrboloïde à 
une nappe ou hyperbolique , sont aussi celles d’une des courbures 
de l’ellipsoïde; toutes les lignes de courbure de l’hyperboloïde 
elliptique 6 ont celles de l’autre courbure de l’ellipsoïde : enfin , * 

toutes les lignes de la seconde courbure des hyperboloïdes des deux 
genres , sont communes à ces hyperboloïdes de différent genre. 

Je dirais donc, si je pouvais parler ainsi : Les lignes d'une des 
courbures des hyperboloïdes expriment ce qu’il y a d’ellipsoïdal , les 
autres d’hyperboloïdal dans ces surfaces; et les lignes des deux 
courbures de l’ellipsoïde sont précisément ce qui le lie avec les deux 
autres espèces de surfaces du second degré : nous montrerions 
ainsi comment et jusqu’à quel point notre système do trajectoires 
orthogonales caractérise et décompose la courbure dc 3 surfaces. 

Maintenant que nous avons ramènera recherche des lignes de 
courbure des surfaces du second degré, à la détermination des 
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iv»* mémoire, simples intersections de ces surfaces ■ avec, d’autres surfaces du 
même ordre ; cette opération étant d’ailleurs, ainsi que nous l’avons 
déjà dit, infiniment plus élémentaire qu’une reclicrclie directe , il va 
nous être extrêmement facile de connaître et la nature, et la forme , 
et les propriétés de ces lignes . • 

L’intersection de deux surfaces du second degré , projetée sur un 
plan quelconque, 'est généralement une courbe du quatrième degré : 
mais quqnd les deux surfaces sont à la fois symétriques par rap- 
port au plan de projection , les points- de leur intcrscçtion sc con- 
fondent deux à deux en se projetant sur ce plan , et le degré de la 
courbe s’abaisse par conséquent de la moitié. 

!.enn^ojmioDs *nr // suit de là que les lignes de courbure des surfaces du 

le* |»Uu* principaux f , d* 

«ont d« courba du second degré se projettent sur chacun des plans principaux sui • # 
tccoad drgri. vant j es lignes courbes du second degré, dont les axes sont 
placés sur les axes mêmes de la surface. 

Jusqu’ici nous n’avons envisagé que le système de trajectoires 
orthogonales, formé par des surfaces du second degré. Nous avons 
déterminé tout ce qui pcul être relatif à la composition générale 
de ce système , et nous venons de reconnaître à quel genre ap- 
partiennent les courbes de trajcction qu’il présente, 11 nous reste 
à considérer le système de lignes trajectoires orthotomiques , 
formé par les .courbes intersections de ces surfaces. La détermi- 
nation des divers éléments de ce nouveau système , sera ccllo 
même des lignes de courbure des surfaces du second degré; et . 
comme tous les genres possibles de ces surfaces sont à là fois 
renfermés dans un seul des systèmes généraux que nous venons 
de former , l’examen d’un seul système de trajectoires orthoto- 
miques du second degré nqps fera connaître les lignes de courbure 
de tous les genres possibles de surfaces du même ordre. 

Pour plus de clarté, nous allons démontrer ayant- tout, un 







Digitized by Google 



THÉORIE. SECTION II. a 7 5 

théorème presqu’évident par lui-même , et que connaissent ceux iv«* mémoire. 
qui ont les moindres notions de géométrie descriptive. Nous eu 
tirerons ensuite une conséquence qui fem connaître d’un seul 
coup d’œil , le système général des lignes de courbure des surfaces 
du second degré. 

Chaque normal^ d’une surface est aussi la normale de toutes 
les courbes tracées sur cette surface , à partir du point d’applica- 
tion. Mais si l’une de ces courbes est supposée plane et horizontale, 
toutes ses normales , â partir du même point d’application , vont être 
dans un plan vertical unique : leur projection unique sur le plan ho- 
rizontal de la courbe, sera donc la normale proprenient dite de cette 
courbe. Donc, si l’on coupe la surface par ud plan de projection 
quelconque /en chaque point de la section la normale de la surface 
aura pour projection la normale de la section même. 

Considérons maintenant dans notre système général de surfaces 
trajectoires orthogonales du second .degré (2,), (2.), (2 3 ), une 
surface (2,); elle est partot% rencontrée â angle droit par quel- 
qu’une des courbes (a , 3) intersections des (2.) et des (2,), Donc 
si par un point donné de (2,) , on fait sur elle une section plane , 
la courbe orthotomique ( a, 3 ) qui pagse par ce point se projettera 
sur le plan coupant, normalement à la section. 

Pour fixer les idées, supposons horizontal un des plans princi- 
paux du système des surfaces (2,), (2.), (-2 3 J. Si par un poifit 
d’une courbe d’intersection (a, 5 ) , on mène un plan horizontal , 
il coupera la surface (2,) passant par ce point, suivant une courbe 
qui projetée horizontalement , devra couper à angle droit la pro- 
jection horizontale de ( a , 5). 



Mais ces deux projections sont deux courbes du second {legré , Proton. n,™ 
avant leurs axes dirigés sur les axes mêmes de la surface (2,) : tonique*, <ra ligne» 
donc, quand l’une d'elles est une ellipse, l’autre est nécessaire- 
ment une hyperbole , et réciproquement. . . i ' 8 "‘ 
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• • 

Donc les lignes de courbure (a , 5 ) communes aux surfaces du 
second* degré (I.) .et (X,), sont en projection sur les plans princi- 
paux) des ellipses ou» des hyperboles, suivant que les sections 
principales correspondantes des (2.) sont des hyperboles ou des 
ellipses w . 

Donc, en général, pour connaître la nature des courbes projec- 
tions des (a , 3) , ou des (3 , î), ou des (î , a), il*snffit de voir si les 
sections principales des (2,), des (2,), des (2j) sont des ellipses 
ou des hyperboles-, car alors les projections des (a, 5), des 
(3 , î) , des ( i , a) seront sur les plans de ces sections des hy- 
perboles ou des ellipses : rien n’est plus simple qu’un semblable 
critère. . 

Appliquons-le. Supposons que les (2.) sont des ellipsoïdes, les 
(2.) des hyperboloïdes à une nappe , et les (2^ des hyperboloïdes 
à deux nappes. 

Pour mettre de la méthode dans cet examen , nous envisage- 
rons successivement chacun des groupes de lignes dont se com- 
pose le système des courbes ortholomiques ; nous considérerons 
d’abord le groupe Ci., a) dont chaque ligne est l’intersection d’un 
ellipsoïde et d’un hyperboloïde hyperbolique ou à une nappe. 
Nous passerons ensuite au groupe (r » 3) dont chaque ligne est 
formée par l’intersection d’un ellipsoïde et d’un hyperboloïde ellip- 
tique ou à deux nappes. Nous nous occuperons enfin du dernier 
groupe (a , 5) dont chaque ligne est formée par l’intersection d’un 
hyperboloïde hyperbolique avec un hyperboloïde elliptique. 



<*> En effet , noua «vous fait voir , fig. 13 , que deux courbes du second 
degré A MA , «M i ayant leurs axes sur les mêmes lignes , ne pouvaient pas se 
couper ÿ angle droit sans avoir mêmes foyers F et f. Suivant donc que la 
somme ou la différence des mêmes rayons vecteurs FM , fül aéra constante , on 
aura une ellipte ou une hyperbole. Or, c» sont les deux courbas du second 
degré qui se coupent i angle droit. . 
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Les courbes ( i , a } sont partout perpendiculaires aux surfaces iv» mémoirk. 
(2,), c’est-à-dire, aux hyperboloïdes à deux nappes. Mais dans 
ces hyperboloïdes , les sections parallèles à la grande et à la moyenne {>,•)■ 

section principales sont des hyperboles ; tandis que les sections 
parallèles à la troisième sont des ellipses. 

Donc , I*. les courbes ( 1 , a), c’est-à-dire, les.lignes de cour- 
bure communes à l’ellipsoïde et à l’hyperboloïdc hyperbolique , se 
projettent suivant des ellipses sur les plans de la grande et de la 
moyenne section principales, mais se projettent suivant des hyper- 
boles sur le troisième plan principal. 

Passant ensuite aux ( 1 , 3)j ces courbes étant partout perpen- SKonapoop. 
diculaires aux (2.) , c’est-à-dire aux hyperboloïdes hyperboliques 
ou à une nappe , et la grande section principale de cet hyperboloïde 
étant seule elliptique ^ concluons , . 

11°. Que les courbes ( i , 3 ), c’est-à-dire , les lignes de courbure 
communes à l’ellipsoïde et à l’hyperboloïde elliptique ou à deux 
nappes , se projettent sur le plan de la grande section principale , 
suivant une hyperbole, et sur les deux autres, •suivant des ellipses. 



Enfin , les ( a , 3 ) étant partout perpendiculaires aux surfaces Troüümc 
(2,), c'est-à-dire , aux ellipsoïdes, et toutes les sections de l’el- **’ 3) 
lipsoïde , projetées sur des plans quelconques étant elliptiques ; 
concluons, • ■ ♦ 

III*. Que les courbes (a, 5) , c’est-à-dire , les lignes de cour- 
bure communes aux deux genres dliyperboloïdes , projetées sur 
les trois plans principaux , sont des hyperboles. 

En réunissant les divers résultats auxquels nous venons d’être 
conduits , nous allons former un tableau général qui présentera 
le système des projections des lignes de courbure de tous les genres 
diflérents de surfaces du second degré, rapportées à leur centre. 
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mémoire. Forme des projections des lignes de courbure des surfaces 

du second degré. 



J (!,)•■• ELLIPSOÏDE. | 


PROJECTlÔN 

sur le plan principal. 

■ 


PREMIÈRE COURBURE. 


* 

SECONDE COURBURE. 


Des grandes sections. 
Des moyennes id. 
Des petites id. 


Elliptique. 

Elliptique. 

Hyperbolique. 


Hyperbolique. 

Elliptique. 

Elliptique. 


Orthotomiques. 


(>.») 


' 0. 3) , 


(I,)...-' 1 » 1 ‘ HYPERBOLOÏDE HYPERBOLIQUE. | 


PROJECTION 
snr le plan principal. 


PREMIÈRE COURBURE. 


1 

SECONDE COURBURE. 


. Des grandes sections. 
Des moyennes id. 
Des petite* id. 


Elliptique. 

Elliptique. 

Hyperbolique. 


Hyperbolique. 

Hyperbolique. 

Hyperbolique. 


Ortbotomiques. 


•) 


(a. 3) 


| (ïj)... HYPERBOLOÏDE ELLIPTIQCE. ^ 


PROJECTION 
sur le plan principal. 


PREMIÈRE COURBURE. 


SECONDE COURBURE. 


Des grandes sections. 
Des moyennes id. 

. Des petites id. 


Hyperbolique. 

Elliptique. 

Elliptique. 


Hyperbolique. 
Hyperbolique. 
• Hyperbolique. 


Ortbotomiques. 


(3. >) 


(3. a) 
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Apres avoir fait connaître la forme des lignes de courbure par rv** mémoire. 
celle de leurs diverses projections , il reste à considérer ces mêmes 
lignes dans les relations de leurs positions respectives, et surtout 
dans les limites qui , si je puis parler ainsi , les séparent et les unissent 
à la fois. Pour cela , revenons encore à notre système général de 
surfaces trajectoires orthotomides du .second degré. 




La surface du second degré dont le petit axe a son quarré égal D*».«o«W Korii* 

° 1 ° d es u un gruopea. 

a zéro , sépare , sans solution de continuité , toutes les surfaces de 
cet ordre dont les trois axes ont leur quarré positif, d’avec celles 
dont le petit axe seulement a son quarré négatif; cela est évident 
La surface du second degré dont le moyeu axe est nul, sépare 
de même les surfaces dont deux axes ont leur quarré positif, et 
celles qui p’ont qu’un seul axe dont le quarré soit positif. 

Dans le premier cas, la surface devient une aire plane termi- EUifre. 
née , comme noiis l’avons dit plus haut , par une ellipse dont les 
sommets sont aux foyers des moyennes et des petites sections 
principales , et dont les foyers mêmes sont aux foyers de la grande 
section principale, 

Cette courbe est la limite commune des ellipsoïdes et des hyperbo- 
loïdcs hyperboliques du système général. Elle est embrassée par 
toutes les grandes sections des ellipsoïdes , et elle embrasse au con- 
traire en entier toutes les grandes sections des hyperboloïdes hyper- 
boliques. A mesure que les axes des ellipsoïdes décroissent, et que 
ceux des hyperboloïdes hyperboliques s’accroissent, ces deux sur- 
faces s’aplatissent pour se rapprocher de leur commune limite 
qu’elles resserrent de plus en plus sans pouvoir jamais l’atteindre 
qu’au moment où leur petit axe s’évanouissant, elles deviennent 
l’une et Vautre une aire plane , terminée par l’ellipse qui les sépare. 

Si donc' je voulais parcourir l 'hyperboloide à deux nappes , 
en marchant successivement sur les traces qu’y laissent l’ellipsoïde 
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iv« mémoire, ou l’autre hyperboloïde , je tournerais sans cesse autour de cette 
ellipse limite ; plus les secondes surfaces suivant lesquelles je 
me dirigerais, seraient aplaties, plus je m’approcherais de la 
limite, mais sans pouvoir jamais l’atteindre qu’en marchant sur 
le plan même qui sépare les ellipsoïdes des hyperboloïdes à une 
nappe. 



Li«i Sr* nmbitki a« Ainsi toutes les ligne» d’une des courbures de l’hyperboîoïde à 

loin l«i hyprrbo- * * 

louin «uipàî»». deux nappes , tourneront dans un sens autour de l’ellipse limite 
de manière à s’en approcher autant qu’on voudra , mais sans pou- 
voir passer par elle ; toutes les lignes de la seconde courbure se 
développent pareillement autour de cette ellipse, sans jamais passer 
par elle, quoiqu’en s’en approchant autant qu’on voudra. Cette 
courbe ne marque donc autre chose sur l’hyperboloïde elliptique 
ou à deux nappes, que les points désignés sous la dénomination 
générale d'ombilics :d’où l’on voit qu’en faisant passer une courbe 
du second degré par les foyers communs des moyenne et petite 
sections principales , elle coupera chaque hyperboloide ellip- 
tique en quatre points , dont chacun est un des ombilics de cette 
surface. Il est également facile de voir, parlasfeule inspection du 
système général des trajectoires orthotomiques , que cette surface 
ne saurait avoir d’autres ombilics. 




Hypeikoi*. Lorsque dans le système général d’orth«tomides du second degré , 
le moyen axe s’évanouit, le quarré du petit axe est devenu négatif ; 
la surface se réduit, sur le plan des moyennes sections , à une aire 
terminée par l’hyperbole dont lcs’sommcts et les foyers sont aux 
foyers des grandes et des moyennes sections principales du système! 
Cette courbe est la limite qui sépare lès hyperboloïdes hyperbo- 
liques ■ d’avec les outres hyperboloïdes; elle est 'embrassée par 
toutes les moyennes sections des hyperboloïdes elliptiques , et 
elle embrasse au contraire en entier toutes les moyennes sections 
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des hyperboloïdes hyperboliques. A mesure que les axes des by- iv« mémoire. 

perboloïdes hyperboliques décroissent, et que ceux des hyper» 

boloïdes elliptiques s’accroissent , ces surfaces s’aplatissent pour 

s’approcher de leur limite qu’eHes resserrent de plus en plus , 

sans pouvoir l’atteindre que quand le moyen axe s’évanouissant, 

elles deviennentgt’une et l’autre une aire plane circonscrite par . ' 

l’hyperbole qui les sépare. • 

Nous pouvons voir actuellement , par des considérations ana- u« a» ombæa t, 
logues à celles que nous venons d’employer pour lliyperboloïde 
elliptique ou à deux nappes , que si nous marchons sur l’ellipsoïde en 
nous dirigeant suivant les différents hyperboloïdes de l’un ou l’autre 
genre, nous tournerons, dans des directions normalement opposées, 
autour de l’hyperbole qui sépare ces genres différents d’hyperbo- 
loïdes, et do manière à pouvoir en approcher autant que nous 
voudrons, mais sans pouvoir passer par cette courbe limite, qu’en 
marchant sur le plan qui à la fois unit et sépare les hyperboloïdes 
des deux genres. De là nous conclurons que gi, dans le plan de la 
moyenne section des ellipsoïdes , on construit une hyperbole dont 
les sommets soient aux foyers de la grande section principale , 
et les foyers aux foyers de la moyenne section , les quatre pointa 
où l’hyperbole coupera l’ellipsoïde , seront autant d’ombilics de 
cette surface, et qu’enfin cette surface n’en peut avoir un plus ^ 

grand nombre. 

Ainsi dans le système général des surfaces trajectoires orthoto- 
mide 3 du second degré, tous les ellipsoïdes ont leurs ombilics 
placés sur l’hyperbole qui , dans le plan des moyennes sections , 
est la commune limite des hyperboloïdes hyperboliques et des 
hyperboloïdes elliptiques. Tous les hyperboloïdes elliptiques ont 
leurs ombilics placés sur l'ellipse qui , dans le plan des grandes 
sections principales , est la commune limite des ellipsoïdes et 
des hyperboloïdes hyperboliques. Enfin , les hyperboloïdes hyper- 
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a8o DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

iv*> MÉMoraE. boliques sont les seules surfaces du système qui n’aient point 
d’ombilics. 



Relation ,i«. Ann Les deux courbes , lieux des ombilics du système général , ont 
couri*. limite». en t r ' c (| ca une relation extrêmement remarquable; leurs sommets 
. et leurs foyers sont places aux foyers mêmes des grande et moyenne 
sections principales : elles sont telles toutes deux que les foyers 
de l’une servent à l’autre de sommets, et réciproquement; tandis 
que d’ailleurs elles sont placées sur deux plans perpendiculaires 
entr’eux, * * 



Tou. ix ombilic, fe. D’après un théorème général que nous avons fait connaître dans 
unHir / '",",', 1 , un Mémoire qui devait être inséré dans les Journaux de l’École 
Polytechnique w , il suit que la courbe ljeu des ombilics des ellip- 
J soïdes , a pour autant de foyers tous les points de la courbe des 
.jucB mi. ombilics de l’hyperboloïde elliptique , et réciproquement. C’est-à- 

dire , que si à chaque point de cette dernière courbe , on fixait 
un fil inextensible ; puis qu’un point mobile , arbitrairement placé 
sur la première courbe , réunit à la fois tous ces fils de manière 
à les tendre tous , et que ce point dût marcher ensuite dans l’espace 
de manière à faire varier ensemble* d’un même alongcment ou d’un 
même raccourcissement Chacun dcs # fils. Premièrement , le mou- 
tt veinent de ce point serait possible et aurait lieu sans qu’aucun 

des fil» cessât d’être tendu, Secondement, le point mobile trace- 
rait dans l’éspaec l’ellipse même , lieu des ombilics de l’ellipsoïde. 

. De plus , dans chacune des positions du point mobile , le fais- 

ceau des fils inextensibles formerait un cône droit circulaire, 
dont l'axe serait précisément la tangente à la courbe des ombilics 
des ellipsoïdes , etc. 



(*) Voyez U Correspondance Polytechnique , n° a, i" vol", et a* 5, a* vol. 
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Ces propriétés générales nous fournissent, pour la position des iv» mémoire. 
ombilics des surfaces du second degré ,' une déterminafion trop Mojm J« tron»r r 

, * . immcxliatcninit k* 

simple pour que nous ne 1 exposions pas ici. Si I on prend la ombüipd «•««*•- 
somme de l’excentricité et du demi-grand axe de la grande sec- cc “' u “ co “‘ 1,fc * nl - 



lion principale d’un ellipsoïde , et qu’on la porte, à partir du foyer 
de la moyenne section et dans le plan de celle section , sur la 
surface meme de l’ellipsoïde, l’extrémitc de cette distance mar- 
quera quatre points sur la surface de l’ellipsoïde; ce seront pré- 
cisément les quatre ombilics. En second lieu , si l’on prend la 
somme de l’excentricité de la moyenne section et du demi-grand 
axe de l’hyperboloïdc elliptique , et qu’à partir des foyers de la 
grande section principale , on la porte sur cette section , on ob- 
tiendra ainsi quatre points qui seront les quatre ombilics de 
l’hyperboloïde elliptique. {Voyez la note IV.J. 



Jusqu’ici nous avons supposé que les surfaces du système gé- 
néral de trajectoires du second degré, devaient être des ellipsoïdes loifoi. 1 *^ P *'* W ' 
ou des hyperboloïdes ; celles d’un des groupes pourraient cepen- * 

dant devenir des paraboloïdes. Dans ce cas , les surfaces des trois 
systèmes deviendraient toutes eu même temps des paraboloïdes ; 'Mp > 

les ellipsoïdes , ainsi que les hyperboloïdes elliptiques , devien- ^ 

draient des paraboloïdes elliptiques dirigés en sens contraires ; les 
hyperboloïdes hyperboliques seuls deviendraient des paraboloïdes * 

hyperboliques. Les lignes des ombilics seraient alors des paraboles 
égales , placées dans des plans orthogonaux , de manière à ce qué 
le foyer de l’une fût au sommet de l’autre , et réciproquement; /*£ 

enfin , ces foyers seraient à la fois ceux des paraboles principales W ^ 
de tout le système. D’où l’on voit immédiatement que le para- • 

boloide elliptique a toujours deux ombilics réels, et que le para- 
boloïde hyperbolique n’en saurait avoir aucun. . 

La méthode que nous venons de donner pour obteuir les oui- L-ar. omui.o. 

* 
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af?a DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

IY-. mémoire, bilics des ellipsoïdes et des hyperboloïdes elliptiques du système 
général, i’ortbotomides du second degré, quoique très-simple, 
peut être rendue plus simple encore et plus générale ( Voyex la 
note IV ). Ainsi , pour les paraboloïdcs , les ombilics sont placés 
sur le plan des petites sections principales de chaque groupe, 
et la distance de l’ombilic au foyer des moyennes sections égale la 
distance de l’autre foyer au sommet du paraboloïde. 

En supposant dans le système général des orthotomides du 
second degré , que les grands axes deviennent infinis , le tableau 
complet des projections des lignes de courbure de ces surfaces , 
présentera immédiatement le tableau des projections des lignes de 
courbure des paraboloïdcs des deux genres. 

Forme des projections des lignes de courbure des parabqloides. 



PARABOLOÏDE ELLIPTIQUE. 


PROJECTION 
sur le plan principal. 


PREMIÈRE COURBURE. 


SECONDE COURBURE. 


Des grande* sections. 
Des moyennes id. 
Des petites id. 


Parabolique. 

Parabolique. 

Hyperbolique. 


Parabolique. 

Parabolique. 

Elliptique. 


PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE. 


PROJECTION 
sur le plan principal. 


PREM 1ÈRE COURBURE. 

. 


SECONDE COURBURE. 


Des grandes sections. 
Des moyennes id. 
Des petites id. 


Parabolique. 

Parabolique. 

Hyperbolique. 


Parabolique. 

Parabolique. 

Hyperbolique. 
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On doit voir que les foyers des lignes et des surfaces du second iv*»« memoibf,. 
degrc jouent un grand rôle dans la détermination des lignes de Aoll ' > s' r * 

entre le* ligne* «le 

courbure de ces surfaces et dans la fixation des limites de ces lignes, couvre do* «r- 

Ces diverses grandeurs graphiques doivent cependant sembler au !'^7n°7n <v. 

premier coup d’œil , susceptibles d’avoir entr’elles bien peu d’ana- ‘” uo! “ 

logic. Mais souvent les choses nous paraissent étrangères l’une à 

l’autre, seulement parce que leurs rapprochements ne se sont 

point encore offerts à nous ; elles s’unissent dans notre esprit dès 

qu’elles nous sont présentées sous leurs rapports les plus naturels; 

et, si je ne me trompe , c’est à saisir dans chaque cas ces relations 

nécessaires , mais plus ou moins # cachées , existantes entre les 

quantités que Ton considère, que consiste la vraie métaphysique 

de la science. 



Monge a rendu la théorie des lignes de courbure très-impor- 
tante par l’application qu’il en a faite à la coupe des pierres. Il a 
montré que dans la construction des voûtes , les voussoirs qui les 
composent doivent se terminer à la surface intérieure de la voûte , 
suivant des lignes de courbure de cette surface , et se toucher dans 
toute l’étendue de leurs joints suivant les surfaces développables 
des normales à la voûte , qui s’appuient sur cette ligne de cour- 
bure. Or , tous ses résultats ne sont pas seulement applicables aux 
voûtes , mais encore a toutes les autres parties des édifices. Enfin , 
passant à des exemples particuliers , le même géomètre a fait voir 
combien les surfaces du second degré , par l’élégance et la sim- 
plicité de leur forme et de celle de leurs lignes de courbure , 
sont propres à l'architecture ; nous ajouterons à tous les arts en 
général. 

Si la recherche des lignes de courbure de quelques surfaces 
peut être intéressante pour les arts , pour la géométrie , pour 
l’analyse même que cette science rend sensible par ses images , 
c’est donc pour les surfaces du second degré. Mais cette rechcrdho 
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DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

iv« mémoire, serait incomplctte , si , déterminant seulement 'd’une manière ri- 
goureuse la figure de ces lignes en fixant la position absolue de leurs 
dillércnts points, elle ne donnait en outre un moyen facile, élémen- 
taire , de les construire; car dans beaucoup de cas, la difficulté 
seule ou la complication de cette opération, suffirait pour en 
proscrire l’usage, et rendrait ainsi sans utilité ces lignes et les 
surfaces qui leur appartiennent , quels que fussent d’aiileurs les 
avantages qu’elles pourraient présenter. 

Pour complcttor ce que nous avons dit sur les lignes de cour- 
bure des surfaces du second degré , il nous reste donc à présen- 
ter un moyen simple de les décrire; et comme le mode de des- 
cription par un mouvement continu est celui qui allie le plus la 
facilité à la précision , il faut que ce mode puisse être appliqué 
aux lignes de courbure des surfaces du second degré , pour qu’elles 
puissent devenir vraiment utiles aux arts. C’est ce que nous allons 
essayer de faire. 

ivirriptinn <i n mr- Si , comme nous l’avons déjà dit dans le premier Mémoire de 
^ cette théorie , ou prend sur une droite mobile trois points 1 , a, 3 , 
ct c i u€ cettc droite soit constamment assujétic à avoir le point 1 
continu. sur un premier plan fixe (I), le point a sur un second plan (II), 
et le troisième 3 sur un troisième plan ( III ), fixe comme les 
deux premiers; dans le mouvement arbitraire de cette droite , 
chacun de scs autres points devra décrire une surface du second 
. degré ; toutes ces surfaces seront concentriques ; elles auront pour 
centre commun l’intersection des trois plans fixes, etc. (Voyez le 
Mémoire déjà cité , tome VII, cahier XIV des Journaux de l’École 
Polytechnique. ) 

Si les trois plans fixes se coupent deux à deux à angle droit , 
toutes les surfaces du second degré , engendrées par les points 
divers de la droite mobile, auront sur ces plans leurs trois sections 
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principales ; et les trois parties de la droite mobile comprises entre iv»* mémoire. 
le point générateur et les points fixes 1 , a, 5, seront égales aux 
trois axes de la surface décrite par le point générateur. 

Eufin si , au lieu de parcourir toute la surface du second degré , 
le point générateur ne devait décrire qu’une courbe déjà placée sur 
une surface du môme ordre ayapt mêmes plans principaux que 
la première , les points 1,3, 5 de la droite mobile qui doivent 
respectivement rester sur les plans principaux (I), (II), (111), y tra- 
ceront des courbes du second degré ayant leurs axes dirigés 
sur ceux mêmes des deux surfaces. 

Ce cas est évidemment celui des lignes de courbure des surfaces 
du second degré , qui sont toujours les communes intersections de 
deux surfaces orthotomides du second degré, concentriques et 
ayant leurs axes mèmcinept d|ggés. 

Ainsi quand le point générateur de la droite mobile qui décrit 
une surface du second degré, ne parcourt qu’une des lignes de 
courbure de cette surface , la droite mobile trace sur chacun des 
plans principaux des courbes du second degré , dont les axes sont 
placés sur les axes mêmes de la surface. 

Ces traces elles-mêmes peuvent être décritps par une droite 
mobile dont deux points déterminés s’appuient sur les deux axes de 
la trace qu’on veut construire, et ont rcspecti\Qmcnt pour dis- 
tance au point générateur de la trace, les axes memes de cette 
courbe. 

Si donc, dans le plan de chaque section principale, on conçoit 
ces droites mobiles secondaires, et qu’au point générateur de 
chacune d’elles soit fixé le point 1 , a ou 3 assujéli à rester cons- 
tamment sur le plan principal correspondant (I), (II), ou (III) 
que l’on considère, alors il n’y aura plus rien d’arbitraire dans la 
position de cette première droite mobile ; tous les mouvements du 
système de droites ainsi formé, seront devenus nécessaires, et 
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DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 
iv»* mémoire, quelque impulsion qu’on lui donne dans tous les sens pos- 
sibles , elle fera toujours décrire au point générateur de la 
première droite mobile , la ligne de courbure de la surface 
primitive. Quand on fera varier convenablement la longueur des 
parties des droites mobiles secondaires , c’est-à-dire , des droites 
appartenant aux traces de la première droite mobile sur les divers 
plans principaux, on changera de ligne de courbure, et on décrira 
ainsi successivement toutes les lignes de courbure possibles sur la 
même surface du second degré. 

Les axes des diverses traces qui sur un meme plan principal appar- 
tiennent aux lignes d’une meme courbure , sont les coordonnées 
d’une courbe du second degré ; et comme nous savons décrire 
ces courbes par un mouvement continu , nous en obtiendrons 
toujours facilement les coordonnées pour chaque point, et par 
conséquent , les parties des droites mobiles secondaires , c’est- 
à-dire , des droites qui doivent décrire les traces de la génératrice 
des lignes de courbure. 

Qu’on substitue des règles à ces lignes droites mobiles, des 
rainures aux axes do la surface du second degré ; qu’on supprime 
une des droites mobiles secondaires , comme superflue, et l’on aura 
la plus simple des machines à appareiller ; ce sera cependant celle 
qui décrira les #rètes curvilignes des voussoirs de voûtes , termi- 
minées intérieurement par des surfaces du second degré quel- 
. conques ; ou , pour parler le langage de la simple géométrie , ceHc 

qui décrira les lignes de courbure de la surface générale du second 
degré. 

Il y aurait sans doute encore beaucoup de choses à dire sur 
la courbure des surfaces du second degré; le rapprochement et 
la comparaison de ses divers éléments conduirait à des résultats 
curieux , et qui pourraient souvent être utiles. Mais il nous semble 
que les principes généraux de la courbure de ces surfaces viennent 
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d’être exposés avec assez de détails pour rendre iaciles ces rnp- iv®« mémoire. 
procbennents qui ne sont, après tout, que des conséquences plus 
ou moins immédiates, et toujours assez simples. Ne perdons pas 
de vue , d’ailleurs , le plan que nous nous sommes proposé de 
suivre ; notre but a été de présenter sur la courbure des surfaces , 
quelques vues et quelques résultats généraux, mais non pas de 
parler avec détail de cas particuliers où l’on n’aurait à considérer 
que la courbure de quelques surfaces individuelles. Pour rendre 
sensibles les Ktéthodes que nous avons exposées , nous avons 
cherché parfois à en faire des applications à quelques exemples. 

Mais des exemples ne sont pas des traités de l’objet particulier 
qu’ils présentent ; on doit n’y voir que ce qui est absolument le 
propre de la chose que l’on considère , et nous serions nous- 
mêmes entrés dans beaucoup moins de détail en parlant dtj^ur- 
faccs du second degré , si nous ne les eussions jugées propres à 
offrir un exemple à la fois simple , étendu et remarquable , de 
tout ce que nous avons pu dire de général sur la courbure des 
surfaces. 

Par des intersections de surfaces à double courbure, mais seu- SpUmti'fo'raidv» 

, - - . , . .. . . thoiotniilctsoarcnl 

lement du second degre , nous venons de déterminer tout ce qui 1 rw„. 

peut être relatif à la connaissance completle des lignes de cour- j" 

bure de cet ordre. Nous avions cependant des surfaces d’une nature 

plus simple à employer dans cette détermination. Par exemple, 

dans notre système de trajectoires orthogonales , nous aurions pu 

prendre , pour premier groupe de surfaces , la surface générale du 

second degré et scs co-développantes ; et pour les deux autres 

groupes , les surfaces développables des normales à ces surfaces. 

Mais au lieu d’avoir à considérer uniquement des surfaces du 
second degré , que nous savons parfaitement construire , et dont 
nous pouvons , dans chaque cas , déterminer immédiatement les 
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IV"» mémoire, communes intersections , nous aurions eu deux groupes de déve- 
loppables du huitième degré à combiner avec des surfaces à double 
courbure du quatrième : enfin, au lieu d’un système de trajectoires 
embrassant à la fois les trois espèces de surfaces du second degré , 
il eût fallu considérer successivement trois systèmes differents. II 
est inutile de dire que dans ce cas-ci , les développables des nor- 
males employées à la recherche des lignes de courbure , auraient 
présenté le moyen le plus long et le plus compliqué : il n’cdt pas 
pu , d’ailleurs , si je puis ainsi m’exprimer , décomposer les surfaces 
du second degré dans les formes de leur courbure , comme nous 
l’avons fait en suivant la marche que nous avons proposée. 

Con.iu.kn te « Au lieu de préférer toujours le système de trajectoires ortho- 
Mcmoire. gonafcs développables pour parvenir à la connaissance des lignes 
de courbure des surfaces , il faudra donc dans chaque cas , ainsi 
que nous l’avons déjà dit plus haut , porter toute son attention sur 
le choix des systèmes de surfaces trajectoires orthogonales, dans 
lequel on devra classer la surface individuelle dont on se propose 
d’obtenir les lignes de courbure. Plus ce choix sera heureux, plus 
les méthodes qui en naîtront deviendront simples et rapides , pins 
* les résultats élégants et généraux ; et c’est , comme nous l’avons 
dit encore , celte indétermination même que présente la méthode 
exposée dans ce Mémoire , qui doit lui donner aux yeux des géo- 
mètres, le peu de prix qu’elle est susceptible d’avoir. 

Enfin, le théorème qui sert de base à ce mode de recherches , 
semble ajouter quelque chose à la théorie des trajectoires orthogo- 
nales, en faisant connaître les conditions nécessaires pour que 
cette orthogonalité oit lieu dans les intersections des groupes de 
surfaces quelles qu’elles soient , conditions qui , si nous voulons 
parler le langage de l’analyse , ne sont autre chose que les condi- 
tions d’intégrabilité des équations différentielles des systèmes do 
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surfaces réciproquement orthogonales, nécessaires pour que ces rv«« mémoire 
équations appartiennent à des grandeurs graphiques, et puissent 
signifier quelque chose , conditions qui , si nous n’errons , n’avaient 
pas encore été données. 

Au fieu de supposer que les surfaces des trois systèmes soient 
des trajectoires orthogonales , on pourrait supposer les surfaces 
d’un des systèmes seulement, orthogonales aux surfaces des deux 
autres systèmes , et les surfaces de ces deux derniers systèmes , 
ossujéties à se couper sous un angle constant quelconque , ou bien, 
généralement, on pourrait supposer que les trois systèmes de 
surfaces se coupassent sous un angle quelconque , mais constant 
entre les surfaces de deux mêmes groupes ; et dans ces cas , on 
trouverait de nouvelles conditions qu’il pourrait être intéressant 
d’examiner , mais dont nous ne pourrions pas nous occuper mai# 
tenant sans sortir de notre sujet. 

Le problème des lignes trajectoires a été célèbre autrefois ; les 
plus habiles géomètres en ont fait l’objet de leurs recherches , et ces 
recherches ont à la fois été utiles à la science qu’elles ont avancée , 
et à leurs auteurs qu’elles ont honorés. Mais les difficultés qui en 
faisaient alors tout le mérite , n’existent plus aujourd’hui. Les pas 
des sciences sont progressas ; ils sont lents et faibles d’abord ; ils 
s’accélèrent ensuite, et s’agrandissent dans leur étendue, comme 
l’espace même qu’ils ont déjà parcouru. Les choses qui demandaient 
d’un siècle les efforts du génie , deviennent par ces efforts mêmes , 
des travaux sans difficulté pour le siècle suivant; et la gloire qui était 
le prix de la difficulté vaincue , disparait avec die dans la continua- 
tion des mêmes recherches. Mais alors , indépendamment même de 
leur utilité particulière , ces sujets ne cessent pas d’être intéressants 
pour nous ; ils se rattachent à l’histoire de l’esprit humain , comme 
monuments des efforts des grands hommes pour le perfectionner. 

On aime à savoir quels objets pouvaient arrêter les premiers 

3 ? 
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iv» mémoire, esprits de chaque siècle , ou du moins sembler dignes de leurs 
efforts. Ces efforts et leur succès fournissent la mesure de nos progrès , 
et parfois de notre décadence; je l’ai déjà dit, c’est l’histoire de l’esprit 
humain. Ainsi', quoique la théorie des trajectoires orthogonales 
n’offre plus maintenant de difficulté pour la généraliser dansl’espacc, 
et lui donner toute l’extension dont elle est susceptible , elle est 
encore digne dê l’attention des géomètres. Lorsqu'elle se lie ensuite 
avec d’autres théories importantes par elies-memes et par leurs 
.applications , comme celles de la courbure des surfaces , elle 
acquiert un nouveau degré d’intérêt ; et il faut , si je puis parler 
ainsi , qu’elle devienne dans la science , et pour tous ceux qui la 
cultivent, élémentaire et classique. 

♦ • 



FIN DU QUATRIEME MEMOIRE. 
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NOTES PRINCIPALES 

DU QUATRIÈME MÉMOIRE. 

NOTE PREMIÈRE. 

Idées sur la nomenclature géométrique. 

L E mot orthotomidt ut tiré do la languis grecque -, m« élément» ont pataé dane 

mille expressions de notre langue, orthogonal, stéréotomie, ellipsoïde, etc. fl 
signifie littéralement surface coupant à angle droit, droit; rfd , section; 

ilhf , ferme , apparence , surface. 

Il me semble que pour perfectionner nn peu la langue géométrique , imparfait® 
à tant d’égards , il faudrait consacrer exclusivement la terminaison en ide aux 
surfaces , et la terminaison en iqm aux lignes courbes. Par là , le nom seul d’une 
grandeur graphique indiquerait si elle est une ligne ou une surface. Je ferais 
plus , je consacrerais le genre féminin aux surfaces , tandis que le genre masculin 
serait réservé aux longueurs et £ux volumes. 

Essayons d’appliquer cette nomenclature aux surfaces du second degré , et voyons 
l’avantage quelle peut avoir sur l'ancienne , pour la rapidité et la simplicité. 

La ligne du second degré t Le Deutërique. 

L’aire comprise par une ligne du second degré •*•/ La Deutërique. 

L’aire de la surface du second degré.» j La Deutéride. 

Le volume terminé par une surface du second degré v Le Deutéride. 

Offrons un autre exemple , non plus utile seulement à une classe particulière 
de surfaces , mais à toutes les surfaces en général. 

Une ligne des centres de courbure 

L’aire comprise sur la surface des centres de courbure par 

ligne des centres de courbure ,1,.,.,;..,, 

L’aire de 1a surface dei centres de courbure. 

Le volume du corps terminé par la surface des centres 
coupure. •• J. , 



. . . iLêCenirocurviqae. 
une! 

. . . J La Centrocurvique. 
. . . Centrocurvide. 
d el 

• . . \Le Centrocurvide. 
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iy«* MÉMOIRE. Nous laissons aux hommes dépouillés de préjugés , à juger des avantages et 
des inconvénients de l'innovation que nous proposons. O est à desirer que 1a néces- 
sité d'un tel changement soit sentie par tons ceux qui cultivent la vraie géomé- 
trie , et qu'ils aient le courage d’imiter les chimistes modernes , et de refaire 
aussi leur langue. Car il est étonnant que les dénominations d’une science où 
tout est harmonie et précision soient incohérentes et souvent si peu précises. 

NOTE II. 

Théorème. L'angle de deux plans étant droit, un troisième plan qui les coupe 
chacun sous un angle droit, à un intiniment petit du premier ordre pré», marque 
sur eux deux traces qui font entr'elles un angle droit , à un infiniment petit do 
second ordre près. • 

Soient (I) , (U ) les deux pl^ps qtp se coupent à angle droit en MN fig. i3 , soient 

4 A , #B les deux traces du troisième plan A«B, tel que A»N, B»N ne diffèrent d'un 
ngle droit que d'un infiniment petit du premier ordre. Pour remplir cette der- 
nière condition , il faudra qu’en prenant *0 égal à un infiniment petit du premier 
ordre, les droites OA, OB^ menées sur les plans (I), (O) ‘perpendiculairement 
à leur intersection MN, rencontrent «A, «B à une distance finie de MN. 

Or, les triangles rectangles AOB, AO*, BO« donnent 

AB» = OA* -f- OB», 

#A* = -O* -f OA», 

•B 9 = *0 9 -f- OB'. 

De Jà on tire immédiatement 

• * 

•A 9 #B‘ = AB 9 -4- a*0\ 

Maintenant prolongeons BA jusqu’en a , de manière qu'on ait 
.A* + .B' = ofi' = AB> -f- aAB. Au + Ao*. 

Ou aura de suite ' 

a»0* = aAB . A a •+■ Ao’ , ou 3*0* — A a' = a AB . Aa. 

Mais 2*0* et A a* ne peuvent être plus grands que des infiniment petits dn second 
•rdre ; AB est fini : donc Aa doit être un infiniment petit du second ordre. Or 
A a est la base do triangle «A a, où «A est fini ; donc l'angle auK, différtfcce de 
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l'angle B*A à l'angle droit , ne saurait surpasser un infiniment petit du second 
ordre : c'est précisément le principe que nous avions avancé. 
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NOTE III. 

Conditions pour que deux plans tangents , et par conséquent 
deux surfaces, se coupent à angle droit en un point donné. 

Puisque noua avons réduit 1a recherche des lignes de courbure à la simple 
interjection de surfaces trajectoires orthogonales, et que cette orthogonalité dé- 
» pend de celle des plans tangents aux mêmes surfaces ; voyons comment noua 
déterminons, par le moyen le plus facile', la condition nécessaire pour que 
deux plans se coupent à angle droit. 

Si nom voulons rapporter la position 'd’un plan tangent quelconque à celle do 
trois plans coordonnés , nous pouvons le faire bien simplement , en prenant pour 
données les longueurs de chaque partie d'axe comprise entre l'origine et ce plan. 

En regardant tour à tour chacun de ces axes comme la ligne des abscisses , 
nous appellerons ces parties les soutangentes du plan tangent; c’est-à-dire, que 
nous étendrons aux trois dimensions la dénomination consacrée jusqu'ici aux 
étendues de deux dimensions. 

Donc, dans un système de coordonnées quelconque, la position d’un plan 
tangent est complètement déterminée par la grandeur de ses trois soutangentes. 

Si maintenant on compare l'un avec l'autre deux plans tangents à deux surfaces 
différentes, et qu'on établisse entre leur position une relation quelconque, cette 
même relation pourra donc toujours être produite par des valeurs convenables de*» 
soutangentes des deux plans. Demandons-nous la loi qui fait dépendre les unes 
des autres les soutangentes de deux plans qui doivent être à angle droit. 

Deux plans se coupent à angle droit , lorsque deux perpendiculaires à ces plans , 
parties d'un même point, se coupent elles-mêmes à angle droit. 

Rapportons nos deux plans tangents à des coordonnées rectangulaires, et soient 
a , b , c; a\ b\ c ' leurs soutangentes respectives; abaissons de l’origine deux per- 
pendiculaires sur ces plans ,: enfin soient A, B, C; À', B', Cf les trois coordon- 
nées du point où ces perpendiculaires rencontrent les plans tangents qui leur 
correspondent. 

Puisque ces deux lignes se rencontrent à angle droit à l'origino , le quarré de 
l’hypothénuse qui joint leurs extrémités est égal à la somme de leurs quarrés. 
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j y ai MÉMOIRE. Or , la diagonale d'un parallélépipède ayant pour quarré la somme des quarrés 
des arêtes d'un même angle de ce solide , on en conclut que le quarré d'une droite 
donnée est égal à la somme des quarrés de ses projections sur trois axes rectangu- 
laires quelconques , mais les projections des droites que nous considérons sont 
évidemment 

A, B, C, 

A', B'. C-, 

A + A', B + B', %+ C. 

Donc on a 

A* + B* + C* 4- A'* + ff‘ + C* = (A + A')* 4- (B-HBy + CC+C)*. 

Dans cette égalité , tous les quarrés du premier membre sont détruits par les 
quarrés du second, ce qui donne 

« 

o a ÀA' + BB' + CC. • 

Telle est donc U condition qui doit lier entr elles les coordonnées À, B, C; 
A', B*, C', pour que les deux plans qui leur correspondent se coupent à angle 
droit. 

Maintenant la perpendiculaire projetée sur le plan des A, B et des c, b sera 
aussi perpendiculaire à la trace du plan tangent sur le même plan. Donc les 
coordonnées À , B et les soutangentes a , b seront les petit» côtés de deux 
triangles dont les trois côtés sont respectivement à angle droit, ce qui donne 
immédiatement 

a : b :: b : a ~ : L 

a b 

Ou aura de même , en comparant A , B , C , pour le premier plan , 



et pour le second, 



a : B : c - 

• a 



A' : B' : c :: 



Or , AA' 4~ BB' 4" CC — o; donc pp 4“ pp 4* ■— o. 

D'où résulte ce théorème général : Pour que deux plans tangents soient à 
ongle droit, il faut que la somme des valeurs inverses de leurs soutangentes 
correspondantes soit nulle. 
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Avant de terminer cette note , nous croyons devoir présenter le moyen de 
donner l'angle de deux plans par les valeurs de leurs soutangentes. 

pour cela , rappelons-nous toujours que l’angle de deux plans se mesure par 
celui de deux droites qui , parties d'un même point , leur sont perpendiculaires. 
Prenons l’origine pour ce point , et supposons , de plus , que les deux plans sont 
équidistants de l’origine : ce qu’on peut faire sans rien changer à leur direction , 
ni par conséquent à l’angle qu'ils forment entr^êux. 

Les perpendiculaires OM , OM', fig. 14 , menées de l’origine aux deux plans donnés, 
étant égales par diypothèse , cherchons quel est l’angle quelles forment entr’elles 
lorsque leurs trois projections sur les axes des x, y, z sont connues et repré- 
sentées, suivant notre usage, par OM,, OM,, OM*; OM'», OM', , OM',. 

Pour cela», je prends sur le prolongement de OM , Om — OM. Alors M, M', m 
sont trois points d'un cercle ayant O pour centre ; donc MM'm est rectangle en M'. 

En abaissant sur OM la perpendiculaire p, on a par conséquent 



mp = 



mM' 1 



mM' 1 



mM ' ” °P 

Or , MM'* = (OM, -j- OM',)* + (OM, + OM',)* + (OM, 4- OM'.)*, 
— aOM* = — OM’, — OM'*, — OM*, — OM'*, — OM*. — OM'*.. 



MM'* — aOM* 



Donc , 



Op 



_ QM.OM', + OM.OM', -f OM.OM', 



OM 



Donc , le rapport > par lequel ou représente souvent l'angle de deux lignes 
(c’est ce qu’on appelle le cosinus de cet angle)-, ce rapport, dis-je, est 

Op _ OM.OM', 4- OM,OM', + OM.OM', 

OM' OM.OM' 

Trouvons maintenant les valeurs de ces lignes par le moyen des aoutangeotas 
a, b, c) a', b', c’ . 

Soient prises les longueurs «, C, y, «', C, y', telles que 

^ : t p : -î; : :OM, :OM, :om,: om’, :om',:om'. 

o. o c a u c 
T en conclus de suite 

OM,OM', : OM,OM', : OM.OM', : OM* : OM'* 

:: «':«*; yy' : «*4-C*4-y* : «'*4-C'*4-y'*; 

donc 

■ OM.OM'.) _ 



(OM.OM', 4- OM,OM', - 
OM’OM'* 



(««' 4- " 4- y/)* 

■(«* + «* + v‘) («'’ + f + y") ’ 
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IV* MÉMOIRE. c’est-à-dire, qu’en prenant les valeurs inverses des soutangentes de deux plans 
donnés , la somme des produits deux à deux des valeurs inverses correspondantes , 
divisée par le produit des deux droites ayant respectivement ces valeurs inverses 
pour projections ; ce quotient , dis-je , est précisément ce qu'on appelle le cçtinus 
• de l'angle formé par les deux plans. 

•NOTE IV. 

> 

• Détermination des ombilics des surfaces du second degré. 

Quand une hyperbole et une ellipse ont mêmes foyers, les rayons vecteurs de 
chaque point où elles se coupent sout égaux à la distance d'un mime sommet 
de l’une aux deux sommets de l'autye. 

En effet, soit D la distance d’un foyer commun au centre commun. aÀ, a.V 
étant les axes placés sur la ligne des foyers , et R , K' les rayons vecteurs , nous 
aurons R«f R'= aA pour l'ellipse , R — R' = aÀ' pour l’hyperbole ; donc 
RrrrA-f’A', R' = A — -A': or, ce sont les distances dont nous venons de 
parler. JVIàis les ombilics de l’ellipsoïde et de l’hyperboloïde elliptique sont res- 
pectivement sur le plan de l’hyperbole et de l’ellipse limites ayant alternativement 
pour foyer et pour sommet les foyers des deux grandes sections principales. 

Donc, pour avoir les ombilics de l’ellipsoïde, te il faut simplement, dans la 
moyenne section principale , prendre pour rayon vecteur la distance du sommet 
du grand axe au foyer de la grande section. « 

On fera la même chose pour l’hyperboloïde. 

Enfin , quand deux paraboles ont même foyer et même axe (mais sont diri- 
gées en sens contraire) , la distance de leurs sommets est le rayon vecteur du 
point où elles se coupent. 

Donc, « pour avoir les ombilics du paraboloïde elliptique, après avoir déter- 
miné la distance du sompiet aux foyers des deux sections principales, on prendra la 
plus grande distance pour rayon vecteur de la section principale appartenant à l’autre 
foyer n. Ces déterminations paraissent être aussi simples qu’il est possible de le 
désirer. • 

< FIN DSS NOTES DU QUATRIEME MEMOIRE. 
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THÉORIE 

DES 

SURFACES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES, 

APPLIQUÉE 

A LA DÉTERMINATION DES LIGNES DE COURBURE. 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 



C e Mémoire terminera ce que nous avons à dire sur la théorie 
de la courbure des surfaces. Nous aurions voulu pouvoir y joindre 
nos recherches sur les contacts du troisième et du quatrième 
ordre. Mais , encore une fois appelés à l’extrémité de l’Empire , 
tout doit céder aux devoirs de notre état, et nous nous voyons 
forcés de remettre à un autre temps la publication de la suite de 
nos travaux. 

Avant de montrer d’une manière générale , les propriétés dont 
jouissent les surfaces trajectoires orthogonales quelconques , et qui 

38 . 
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mémoire, les rendent propres à la recherche des lignes de courbure , nous 
chercherons à faire voir l’utilité dont peuvent être ces mêmes 
propriétés, par un exemple pris sur un ordre de surfaces tres- 
élendu et pourtant simple encore. Par là nous rendrons plus 
sensibles et plus fiiciles , les généralités auxquelles nous tâcherons 
de parvenir. 

PARAGRAPHE PREMIER. 

DES SURFACES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES DU SECOND DEGRÉ. 

ARTICLE PREMIER. 

Déterminer les conditions qui rendent deux surfaces du second 
degré , trajectoires orthogonales réciproques. 

L’équation générale des surfaces du second degré, rapportées 
à leur centre et, à leurs plans principaux est , comme on sait , 

b'c'x * -f- a' c'y' -f- a'b'ï — a'b'c *. 

Mais au lieu de nous servir de cette équation , nous ferons 
qr as a', pr s= b‘, pq = c*, 

et nous obtiendrons , sous une forme plus simple , cette équation 
identique à la précédente 

(8). . . . pqr.px • 4- p^r.qy' 4- pqr. rz * = pqr.pqr , 
ou simplement , 

(S) . . . . px' + qy- + rz' = pqr. 

L’équation du plan tangent à la surface (S) sera 

(T) ..., pxX 4- qyY 4- rsZ as pqr. 

I 

l 
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Représentons pareillement par v» mémoire 

(2).... tt%* +V 4-4 z * =^4. 

(©).... *xX -f- $yY -(- \zZ — wf4 , 

i* une seconde surface (2) , aussi du second degré , concentrique à 
la première , et comme elle ayant les plans coordonnés mêmes 
pour plans principaux ; a* un plan ( 0 ) tangent à cette surface. 

En nommant <t, €, y les trois axes de (2) , nous aurons pa- 
reillement 

$4 = «* , *4 = 6 ‘ , 7 Tf = >*• .1 

Exprimons maintenant que les surfaces (S) et (2) se coupent à 
angle droit dans toute l’étendue de leur intersection. Il suffira pour 
cela d’exprimer que leurs plaus tangents (T) et (0), en un même 
point x, y, 2 , se coupent à angle droit. O», 00 sait qu’il faut 
pour remplir une telle condition , que la somme des produits , 
deux à deux , des coefficients correspondants de x , y , 1 soit égale 
à zéro : on aura donc cette équation de condition 

p*X' + qfy' + r4z* = o. 

Exprimons ensuite que cette équation doit avoir lieu pour tous 
les points x, y , z communs aux deux surfaces (S) et (2). Il 
faudra pour cela faire coexister cette équation avec les équations 
(S) et (2). Mais, combinée avec chacune de celles-ci, elle détermine 
entièrement les projections d’une ligne courbe. Donc en détermi- 
nant ces. projections successivement pour (S) et pour ( 2), fl 
suffira ensuite d’exprimer que ces projections ont les mêmes équa- 
tions : ce que nous ferons immédiatement en égalant les rap- 
ports des coefficients correspondants dans les deux équations de 
condition. « 

Éliminant donc tour à tour x, y, z, de cette équation de con- 
dition et de la primitive (S) , puis de la même équation et de ( 2 ), 
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y« mLmoibe. nous aurons 

(x)..J ?(*— V)y‘+r(ir — l)z‘=pqr.x , 

[ r(9 — z‘+p(<P— x)x' = pqr.$ , 

1 w(r — p)x‘+9(r— q)y'=*ç-\.r, 

i(p—<i)y‘+Mp— r ) l '='xHp> 

4 (î — r ) z ‘ +»(î — P ) =»H-Î* 

D’où nous tirerons , par la comparaison des coefficients que 
nous venons de préparer, 

P(r — q) = -*( 4— *)> 

q(p—r) — <p (ir— 4). 

r{q—p) — 4 (? — P)i 

or, 

pq = c* , *9 = >* j r a* — 6‘ = a* — G% 

• = 6* , *4 = C* > : donc < b' — c* = C* — y*, 

çr ss a* , <p4 — a ‘ ) (. c* — a* = — a*. 

II est facile de voir que les grandeurs a* — b‘ , b ‘ — c*, c* — a‘; 
a * — £‘, £• — y‘, y* — a* ne sont autre chose que les quarrés 
des excentricités des sections principales des surlàces (S) et (2). 
D’où résulte ce théorème général. Si deux surfaces du second 
degré , concentriques , ont respectivement les mêmes foyers pour 
leurs trois sections principales , quelles que soient d'ailleurs ces 
surlàces , elles sc couperont à angle droit dans tous les points de 
leur commune intersection. 

On peut également exprimer ce théorème indépendamment d’au- 
cune notion de foyers , ni d’excentricité. Il suffit de dire que les 
deux surfaces doivent avoir leurs sections principales respective- 
ment placées dans les mêmes plans, et les quarrés de leurs axes 
correspondants équidifférents. Ce nouvel énoncé n’est que la tra- 
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duction des trois équations de condition, 

p{r—q) = * ( 4 — 9). 
q(p — r ) == ( tt — 4 ), 
r(q — p) = 4 (* — *■). 

Remarquons en passant que les équations (î) étant du second 
degré, seulement en x,y, z, elles indiquent que les projections 
de la courbe Commune à ( S ) et à ( 2 ) , sont des lignes du se- 
cond degré , ayant leurs axes appliqués sur les axes mêmes de la 
surface. 

Autrement et plus simplement. On peut parvenir aux résultats 
exposés dans cet article, par une voie beaucoup plus expéditive; 
il suffit pour cela d’employer des considérations analogues à celles 
qui nous ont guidé dans la démonstration géométrique donnée 
IA’* Mémoire , pag. 267. 

Pour cela , j’observe que l'équation générale des deux surfaces 
du second degré , 

b‘c'x‘ -f- a'c‘y‘ + a‘b‘z‘ = a‘b‘c’, 
et 

CV**+ *’£ J z‘= *•£•>•» 



en les divisant respectivement par a'b'(f, peuvent être 

mises sous cette forme , 



x* , y* , »* 

^ + r = 1 > 



et 







** 




Si nous retranchons cette dernière équation de celle qui la pré- 
cède , nous obtiendrons 



et cette équation ayant lieu en même temps que celles dont elle 



v* MÉMOIRE- 



* 



I 
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v-« mémoire, est dérivée , la surface qu’elle représente passe par l'intersection 
même des deux surfaces primitives du second degré : c’est l’équa- 
tion du cône ayant l’origine pour centre, et passant par l’intersec- 
tion des deux surfaces primitives. 

Si maintenant on veut que les deux surfaces primitives se coupent 
partout à angle droit, comme les équations de leurs plans tan- 
gents sont 

^x + £.Y + ±.z = i 
i.X+f.Y + i.Z = ., 

il faudra qu’on ait toujours cette équation de condition 



X X 

O*’ ? 



y ixi 




O. 



Donc pour que cette équation puisse appartenir à toute intersec- 
tion des deux surfaces primitives , fl faut que cette équation ait 
nécessairement lieu en même temps que 



(.W>-+(W)r+(i-?>’= ». 



Donc il faut que les rapports de leurs coefficients correspondants 
soient égaux , ce qui donne 



a* — a* = 6* — b‘ = >* — c* , 



résultat qui montre évidemment que pour se couper à angle 
droit , il faut que deux surfaces du second degré ayant mêmes 
plans principaux , aient les quarrés de leurs axes correspon- 
dants cquidilférents. 

On fiMRiit voir avec facilité , mais un peu plus longuement , que 
deux surfaces du second degré ne sauraient se couper partout à 
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angte droit, ai elles n’ont pas mêmes plans principaux, et par consé- v~ mémoire. 
qoent , si elles n’ont pas aussi le# quarrés de leurs axes correapon- 
dants équi différents. D’ailleurs ce principe ne nous est pas necessaire. 

ARTICLE II. 

L’intersection de deux surfaces du second degré , trajectoires 
réciproques orthogonales, est précisément pour l’une et pour 
l'autre, une des lignes de leur courbure. 

Pour démontrer cette proposition , rappelons nous d’abord que 
les lignes de courbure des surfaces sont caractérisées par k pro- 
priété qu’ont les normales à la surface suivant une de ces courbes^ 
de former une surface développable. D’où il suit immédiatement que 
si un plan tangent à la surface fait marcher tau point de contact sui- 
vant la direction d’une ligne de courbure , la surface développable 
formée par les intersections successives de ce plan , jouira de la 
propriété suivante toutes les arêtes rectilignes seront des droites 
tangentes à la surface, et normales à k ligne de courbure. » C’est ce 
qu’on sait déjà. 

Cela posé , cherchons l’équation de ces arêtes rectilignes. Si l’on 
différentie les équations ( 1 ) par rapport à x,y, z, elles donneront 
la position d une droite tangente à l'intersection des surfaces (S) , 

(2); or ces équations offrent les deux équations différentielles 

ff»(*-*-)*£ + r(p-+)* = o, 

«(»)•••* ê 

(?(*■ — *)y 4)2 = o- 

Elles expriment qu’en passant d’un point de (S) ou (2) à un autre 
point infiniment voisin , on marche toujours sur k commune in- 
tersection de ces surfaces. Faisons suivre ce mouvement au plan t 
tangent (T). Si dans l’équation (T) je difiëreutie par rapport à 
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V«“ mémoire. x,y,z, sans supposer que les coordonnées courantes X , Y , Z 
varient, l’équation différentielle que j’obtiendrai appartiendra à la 
fois au plan tangent à (S) en x,y, z, et au plan tangent à cette 
même surface en x + dx, y + dy, z + dz : donc cette équation 
différentielle appartiendra à l’arête intersection de ces deux plans 
consécutifs; et, en supposant que x, y, z prennent successivement 
toutes les valeurs qui conviennent à l’intersection ( 1 ) , l’équation 
différentielle que nous allons obtenir appartiendra également à 
toutes les arêtes de la surface développable, tangente à (S) dans 
toute l’étendue de l’intersection ( 1 ). 

Or cette équation est 

<*(?>•••. PXJ+Î Y* + rZ = o. 

En chassant de cette équation au moyen des deux équa- 

tions d ( } ) , on a 

(<p — 4)X.,y.24-(4 — *0 x.Y.z+ (■*■-*■ <p)x. y. Z=o. 

On voit que cette équation est simplement du premier ordre en 
X, Y, Z, ce qui lui permet de couper le plan (T) suivant les arêtes 
rectilignes d’une surface développable, etc. 

J’observe maintenant que' le plan exprimé par cette équation , 
est perpendiculaire au plan (0) , tangent cnx,y,z à la seconde 
surface (2). Si nous prenons en effet la somme des produits des* 
coefficients correspondants, par rapport à X, Y, Z dans les équa- 
tions de ces deux plans , nous aurons 

x.y.z[v(9~ 4) + ? (+— *) + + (*■ — $>)] , 
grandeur évidemment nulle. . 

Donc les arêtes de la surface développable que nous considé- 
rons, sont à la fois sur ce nouveau plan, normal au plan (0), et 
sur le plan (T), qui lui-même est normal au plan (©), par hypo- 



Digitized by Google 



THÉORIE. SECTION II. 3o5 

thèse. 11 suit de là que chacune de ces arêtes est normale au plan V» mémoire. 
(0) et à l’intersection des plans tangents (T) et (0) qui lui corres- 
pondent : elle est donc aussi normale à la courbe (î), intersec- 
tion des surfaces primitives (S) et (X) : donc , enfin , la courbe (i) 
intersection des surfaces (S) et (X), est pour l’une et pour l’autre 
une ligne de courbure. 

Ainsi « quand deux surfaces du second degré ont les mêmes 
foyers pour leurs, sections principales correspondantes , uon-scu- 
lement elles se coupent partout à angle droit , mais leur intersec- 
tion est à la fois une ligne de courbure pour chacune d’elles m . » • 

ARTICLE III. 

Identité des équations nouvelles des lignes de courbure des sur- 
faces du second degré , avec celles trouvées par Monge. 

Dans cet article , nous allons faire voir que les équations des 
lignes de courbure auxquelles nous sommes parvenus dans l’article 

(*) Un mathématicien distingué déjà par de vrais titres , et qui fixera sa place 
dans un rang plus honorable encore, Binet jeune , est parvenu de son côté À co 
même résultat. Il l’a trouvé comme un corollaire des théorèmes qu'il a fait 
connaître sur les moments d'inertie et les axes des corps. Le Mémoire où sont 
consignées ses recherches, a été présenté en 1 8 1 1 à la première classe de l’Institut 
de France, et la marche seule que l’auteur a suivie suffirait, sans son assertion, 
pour montrer qu'il e9t parvenu , par une route qui lui est propre, à des résultats 
qu’il croyait nouveaux. 

En i 8 o 5 , j'ai trouvé les théorèmes qui font la base démon Mémoire. Je les ai 
communiqués à plusieurs géomètres célèbres en France et en Italie; en 1809, 
habitant les îles Ioniennes menacées par Tennemi, incertain sur l’avenir, j’envoyai ^ 
ce même Mémoire à l'Institut Royal de Naples , ainsi que je l’ai dit au commen- 
cement de cette Section. Dans sa séance du a8 mars x 8 i 3 , l'Institut de France 
a reconnu l’antériorité de mes recherches et de leur publication , tout en consacrant 
la légitimité des travaux du savant auquel je suis le premier à rendre justice. 
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mémoire, précédent, sont identiques «avec celles que Monge a données pour 
les projections des lignes de courbure de l’ellipsoïde , équations 
qu’il obtient en intégrant l’équation des lignes de courbure après 
l’avoir diflérenliéc d’abord pour obtenir une équation linéaire. 
(Voyez feuille XXIII des Leçons d’ Analyse appliquée , données à 
l’École Polytechnique. 

Reprenons donc la première des équations ( 1 ) qui sont celles 
des projections des lignes de courbure des surfaces du second 
degré , faites sur leurs trois plans principaux : 

p(4— «)**+g(4— *)y*~PvA » 



OU 

Or 



4— 



±=f **«= 4 . 

qr ' pr J T 

qr = a * et pr = b *. 



On a donc d’abord 



+ — » 



x' 






En y substituant pour 7r , ®, 4, leurs valeurs données art. I, savoir, 



„ . <*r 

7T — -, <p — r , 4 — “ ï 

et en nous rappelant que les demi-axes a , é , y de la nouvelle 
surface du second degré, sont liés aux demi-axes a, b, c de la 
première , par les équations de condition 

a'— b'—<t' — y', b‘ — c‘=C‘—y', c'—a’ — y' — a', 

nous aurons d’abord 

i - « «y _ a , c 1 -/ 

• ^ y C " mSy * , 

T y m ««y 



HC — <b = 



y 

** ,» 



C* — « 



ce qui donne immédiatement 
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'—y' f , c*— y* e*_«; y 

û‘ * .îy X t‘ ' «y — - 
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Multipliant par <*£> l’un et l’autre membre de celte équation , noua 






aurons 



Lorsqu’on fera dans cette équation * ou y égal à zéro , les valeurs 
Y et Xj correspondantes seront celles des axes des x et des y 
de la courbe exprimée par celte équation. 

Or il est évident qu’en divisant par £*, après avoir fuit 

.7 = 0» on a ^,^.X*=a*, 

et ensuite en divisant la même équation par a*, après avoir fait 

- ■'****■ YjlMMÉr* 



on a 



£^.Y*=>€\ 



T\ 

à. 

•*VÎ| 



On aura donc entre les deux axes X , Y, cette rclatiou 

•'—y' Y , S* — y‘ Y , _ r , 

— jr-.A _<t— 6, 

* . J> ♦ . ,’t' V ' ‘ 4 . “ I . . • 

et par conséquent , en vertu des équations de condition , 



(a).. 



a* — e* 



.Y* = a ' — £>’. 



► 1 



w'W#- 






ï* 

Monge , après avoir donné l’équation . 

rt*x* rfc m'y' = wi‘/i* 

pour la projection des lignes de courbure de l’ellipsoïde sur le plan 
des x, y, fitit voir que les axes rn, n sont liés entr’eux par 
l’équation de condition 

in' An' = B*, 

les grandeurs A, B étant 

A ~T‘ â^T'’ ct B — a 

ôn voit donc que les X ct Y de l’équation ( a ) sont précisément 
Tes m et n Je cette équation de condition, lorsqu'on ÿ met pour 



lî-.v 



« 



Y-* MÉMOIM. 



/ 



3o8 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

A et B leur valeur. Notre équation des ligues de courbure est donc 
identique avec l’équation déjà connue. 

Il est facile de voir pourquoi l’équation 

m ' qp An* = B , 

présente un double signe zçl, tandis que la nôtre ne Poflrc pas ; 
a', £' étant arbitraires, s’ils sont tous deux positifs , on aura d’abord 
le signe moins pour le terme contenant Y ; mais si 6* est négatif, 
ce qu’on peut toujours supposer , puisque c'est une consulte ar- 
bitraire, le terme qui contient Y devient positif; et de la sorte , 
on voit que les surlaces du second degré nous présentent dans 
ce cas deux séries de projections pour leurs lignes de courbure , 
l’une composée de courbes elliptiques, l’autre de courbes hyperbo- 
liques : c’est ce que nous examinerons tout à l’heure avec plus 
de détail. 

Pour ne pas nous arrêter trop long-temps sur le cas particulier 
des surfaces du second degré , avant de passer au cas général des 
surfaces trajectoires orthogonales quelconques, nous croyons devoir 
renvoyer à la note 1 , l’examen et la démonstration de quelques 
propriétés remarquables dont jouissent les projections des lignes 
de courbure en particulier , et celles des surfaces quelconques , 
considérées dans toute l’étendue de ces surfaces. 



ARTICLE V. 

Système général des surfaces trajectoires ort/tègonales 
réciproques du second degré. 



Mettons l’équation générale (2) sous la forme 



et regardons les trois quantités a, b, c comme des constantes 
arbitraires. D’après ce que nous avons démontré dans notre pre- 
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micr paragraphe , si a, b, c prennent successivement les valeurs v«* mémoire. 
a , C , y , telles que 



a‘—b‘ = a’ — y', b' — e = €‘—y‘, c*— a' — y'— «•' 

toutes les surfaces du second degrc qu’on obtiendra de la sorte , 
ou ne couperont pas du tout la surface (2) , ou la couperont par- 
tout à angle droit. Il faut voir quelle forme générale ce système 
de surfaces doit prendre dans l’espace. Mais afin de n’avoir plus à 
nous occuper des conditions qui lient a, b, c entr’cllcs, faisons 
o* — c' = m‘, b’ — c*= 71 * ; par là l’équation (2) deviendra 



(2.)., 



c* n* + c* 



X_ 



7 = 1 ' 



équation dans laquelle m , n sont des constantes définies , inva- 
riables , tandis que c est entièrement arbitraire : enfin , supposons 
a > b> c, d’où /n > n. 

Si nous faisons c* infini, il faudra qnc m’+C, n’-f- c* le soient 
pareillement, et par conséquent aussi a et b : c’est l'ellipsoïde li- 
mite de l’espace. 

Si nous supposons ensuite que c* diminue successivement, tant 
qu’il ne sera pas négatif, l’équation (2.) sera celle de l’ellipsoïde, 
qui diminuera aussi en tout sens. Lorsque c* deviendra nul, l’el- 
lipsoïde réunira ses faces supérieure et inférieure pour se réduire 
sur le plan des x, y , à la portion de ce plan , comprise par l’ellipse 






c* 






et le système des ellipsoïdes aura par conséquent rempli de ses 
points tout l’espace. Remarquons en passant la courbe 




limite des ellipsoïdes ; scs axes 

3771 — ap / («' — c*) et 



■:>**, -cf j 

i 

a «s» .*✓(**-<> 




$ 
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V»* MÉMontF. sont ] es excentricités mêmes, communes à tous les ellipsoïdes, ce 
qui veut dire que celte courbe a scs quatre sommets aux deux 
foyers communs des grandes sections principales, et aux deux 
foyer» communs des petites sections principales de toutes les sur- 
faces du second degré du système. 

Si c* après être devenu nul devient négatif , l'équation ( Z ) 



deviendra 




Cela posé , si c", après être passé du positif au négatif en s'éva- 
nouissant, croît ensuite de plus en plus négativement , la surface 
(Z.) d’abord réduite à faire plane environnant l’ellipse limite des 
ellipsoïdes , formera un hyperboloïdc hyperbolique ou à une nappe 
(la gorge d’une poulie nous offre une forme analogue à celle de 
cet hyperboloïdc). Lorsque c* sera très-petit, la gorge de cet hy- 
perboloïde sera très-rapprochéc de l’ellipse limite, et \xi&-étranglée ; 
au contraire, elle se dilatera de plus en plus , à mesure que c* 
croîtra , de manière que quand c* sera égal à «* = b' — c*, fhy- 
perboloïdc à une nappe sera entièrement aplati sur le plan du petit 
et du grand axe , et l’équation (Z.) deviendra celle de l’hyperbole 




hyperbole dont les sommets sont aux foyers des moyennes sections 
principales du système , puisque la moyenne excentricité com- 
mune est de 

m a ' — b' = 7/2' — n'y • 
valeur de l’axe réel de cette hyperbole. 

Si c' croît toujours négativement, fhypcrboloïde deviendra ellip- 
tique ou à deux nappes : on peut s’en former une idée , par exemple , 
en faisant tourner une hyperbole sur son axe réel , elle engendrera 
ce que nous appelons un hyperboloide elliptique. ' * 
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Dans ce dernier cas , l’équation (2) deviendra 



5ii 
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(IJ- 



y 



C— n“ 



.-= >■ 

■ ttl ■ 



Cet hypcrboloïde est aplati sur le plan du petit et du grand axe ; 
c’est la partie intérieure des branches do l'hyperbole limite qui 
appartient aux premiers hyperboloïdcs ou à une nappe ; l’autre 
partie de ce plan appartient aux hyperboloïdcs à deux nappes. 
Remarquons encore que les axes de la combe 
** *■’ ^ ' 



. — — 1 
m*— ii* . iv 



a cause que 

m ‘ — n‘ — a' — b’ , n t =b , — c , ) 

sont aussi les excentricités des sections principales sur le plan 

des * , s. _ ' ' 

Enfin, si c* surpasse de plus^er/ plus n‘, Ëiîypcî%oïoiîfè' 'èllip- 
tique ouvrira peu à peu chacune de ses nappes en même temps 
qu’il les rapprochera l’une de l’autre pour aller les aplatir et les 
confondre enfin toutes deux sur*î plan des y, : , ou des petites 
.sections principales. Dans ce cas , la surface du plan, tout entière , 
sera l’hyperboloïde à deux nappes , et la dernière limite de nos 
surfaces ; car si c* croissait négativement* au-delà de l’éoua- 
tion (2) devenant Z' 1 * ’■ 

_ ^ ■ * • «fs* 



OU 






c* — m* 
x 

c * — ni 



V — 1 



, • V* , V ,•* , 

? + cT±ï? + ? + 1 =.°». 



:t* : m 



ce serait la somme de quatre grandeurs positives , cl jamais elle 
ne pourrait être nulle. , 

Si nous considérons maintenant les intersections des surfaces de 
ces divers systèmes , nous verrons que les hyperboloïdcs à une 
nappe tracent sur les ellipsoïdes toutes les lignes d une des cour- 
bures de ces ellipsoïdes , tandis que les ellipsoïdes à deux nappes 









lized bv Google 



5ia DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

mémoire, tracent sur ces mêmes ellipsoïdes toutes les lignes de leur seconde 
courbure. 

Nous verrons que les hyperboloïdes à une nappe, en traversant 
les surfaces ellipsoïdes , y tracent des courbes qui tournent toutes 
autour de l’hyperbole 

X* , s* * 

m* — n* * »* ' 

limite de ces hyperboloïdes; et qu’à mesure que les hyperboloïdes 
ù une nappe s’aplatissent , à mesure aussi les courbes d’inter- 
section s’approchent de l’hyperbole des limites, sans pouvoir jamais 
la toucher que quand l’hypcrboloïde s’évanouit et devient cette 
hyperbole meme. 

Ainsi l’hyperbole limite des (2.) et des (2,) , partant des foyers 
des grandes sections principales , s’élève perpendiculairement au 
plan de ces sections , en traversant à angle droit tous les ellip- 
soïdes, et en marquant sur chacun d’eux quatre points autour 
desquels tournent et dont s’approchent de plus en plus les lignes 
d’une des courbures de ces ellipsoïdes. 

Si nous considérons Fhyperboloïdc à deux nappes , nous verrons 
qu’au lieu d’être embrassé par l’hyperbole des limites, comme 
Fautrc hypcrboloide , il l’embrasse constamment, et s’en approche 
de plus en plus à mesure qu’il s’aplatit , pour se confondre avec 
l’aire même de cette hyperbole , lorsqu’il s’aplatit enfin tout à fait 
sur le plan des moyennes sections. 

Donc les secondes intersections des ellipsoïdes et des hyper- 
boloïdes elliptiques , tournent comme les premières autour de 
rtiyperbole limite : donc enfin , cette hyperbole marque sur chaque 
ellipsoïde, quatre de ces points singuliers qu’on a nommés ombilics, 
autour desquels les lignes d’une des courbures croisent celles de 
l’autre courbure , de manière à l’enclaver entièrement dans leurs 
branches , à le resserrer de plus en plus , mais sans pouvoir passer 
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par lui qu’en réunissant à la fuis en une seule , doux lignes de v»« mémoire. 
différente courbure, et les deux branches de chacune de ces lignes. 

( Cette courbe est ici la grande section principale. ) 

Il est bon de remarquer en passant , cette singularité trés-pi- 
quante ; les quatre ombilics séparent quatre parties sur la moyenne 
section principale de l’ellipsoïde; deux de ces parties opposées 
forment une ligne unique de plus grande courbure , et les deux 
autres parties opposées , une ligne de moindre courbure. Les deux 
premières appartiennent aux hypcrboloïdcs à une nappe , les deux 
antres appartiennent aux hvperboloïdes à deux nappes , et le point 
ombilic est celui où les deux courbures deviennent égales : enfin , 
dans ce point , les deux lignes de courbure qui devraient se couper 
à angle droit, ne sont que le prolongement l’une de l'autre. 

J’ai voulu développer ici , j>our~ Tes" ellipsoïdes , la manière dont 
notre système général de surfaces décompose les formes des sur- 
faces individuelles qui le constituent^ et montrer , si je puis parler 
ainsi , avec quelle perfection il dessine et caractérise la forme des 
lignes de courbure et des éléments qui leur correspondent. 

J’aurais pu foire voir avec une égale facilité, que les hyperbo- 
loïdes à deux nappes ont pour ombilics les points où l’ellipse limite 

—, = 1 les traverse ; au moyen de ces points , j’aurais dé- 
composé la grande section principale de ces hyperboloïdes en six 
parties , dont les deux intermédiaires auraient appartenu à la plus 

grande, et les quatre autres à la moindre courbure, etc ; et 

par là , j’aurais montré que l’hyperboloïde à deux nappes ou ellip- 
tique est , comme l 'ellipsoïde, doué de quatre ombilics , tandis 
que l’hypcrboloïde à une nappe ou hyperbolique , n’en saurait 
avoir aucun. 

Ces propriétés des ellipses et des hyperboles limites fournissent , 
comme on voit, un moyen très-simple de déterminer inunédiate- 

4o 
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v«* mémoire, ment les ombilics d’une surface du second degré , rapportée à scs 
plans principaux. ( Voyez la note IV du Mémoire précédent ) 

ARTICLE V. 

Du système des surfaces paraboloïdes trajectoires orthogonales. 

Jusqu’ici nous avons supposé que les diverses surfaces du second 
degré dont nous nous sommes occupés , avaient leur centre rap- 
porté à l’origine des coordonnées; cependant il est un genre de 
surfaces du second degré qui ne peut*se prêter à cette hypothèse; 
c’est celui des paraboloïdes. On sait en effet que le centre des 
paraboloïdes se trouve toujours à une distance infinie du point le 
plus près de la surface à laquelle il appartient. 

Comme on n‘a point encore fait connaître la forme et la nature 
des lignes de courbure des paraboloïdes , nous allons les déter- 
miner en employant pour »ela notre méthode des surfaces tra- 
jectoires orthogonales. Nous completterons ainsi tout ce qu’il est 
possible de dire sur la génération des lignes de courbure des sur- 
faces du second degré. Enfin , par ce nouvel exemple , nous nous 
familiariserons encore plus avec ces systèmes généraux de trois 
groupes de surfaces , tels que les surfaces de chaque groupe sont 
coupées à angle droit par toutes les surfaces des deux autres groupes, 
et coupées suivant leurs lignes de courbure. 

Avant d’aller plus loin , observons que les paraboloïdes du second 
üegré présentent, ainsi que les hyperboloïdes , deux variétés bien 
distinctes : quoiqu’ils ne puissent jamais avoir qu’une seule nappe , 
ils peuvent être , comme les hyperboloïdes , elliptiques ou hyper- 
boliques , suivant que leurs deux courbures sont dirigées dans le 
même sens ou en sens opposés. 

i Dans le paraboloïde elliptique , toutes les paraboles qu’il est pos- 
sible de tracer sur la surface, ont leurs branches tournées d’un même 
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côté de Taxe , et l’équation de la surface est de la fbrmo 







i. 



3iî 
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Alors les distances de l’origine aux foyers des deux sections 

principales , sont respectivement , a *~*- , tandis que la 

distance du sommet de la surface aux foyers de ces sections , est 
c* b • 

sa 9 9 a 

La seconde espèce est celle où le paraboloïde étant hyperbolique , 
a scs deux sections principales dirigées en sens contraires et oppo- 
sées au sommet. Far conséquent son équation prend la forme 




et les distances de l’origine aux foyers sont respectivement 
— - . ïüA : il est visible qu’ici les distances du sommet de la 

a a a a 1 

— c* -f- b* 

surface aux foyers sont respectivement ; ce qui nous 



montre que le sommet de la parabole est placé entre les foyers 
de ses deux sections principales. 

Ainsi le caractère géométrique du paraboloïde elliptique, c’est 
d’avoir ses deux foyers principaux d’un même côté de Faxo, rela- 
tivement au sommet ; et le caractère du paraboloïde hyperbolique, 
c’est d’avoir son sommet constamment entre ses deux foyers prin- 
cipaux. Passou6 maintenant à la formation du système général de 
trajectoires orthogonales paraboloïdcs. 

Prenons l'équation 



[*.]• 



a 



qui est susceptible d’appartenir à tous les paraboloïdes possibles 
par la variation des signe» et de la grandeur de a , b , c. L’cquation 
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mémoire générale du plan tangent à cette surface sera 

iZ , yY . X x 

t* o* 1 a a 



X, Y, Z étant les coordonnées courantes du plan , et x, y, z 
celles du point de contact. Soit maintenant 



PJ-. 






1 



l’équation générale d’un second paraboloïde. Nous aurons aussi 




X 

»*• 



pour l’équation générale du plan tangent à cette surface. 

Si donc nous voulons exprimer que [2,] et [2,] se coupent 
partout à angle droit, il suffira de multiplier deux à deux les coeffi- 
cients correspondants de X, Y, Z dans les équations des deux 
plans tangents , et d’égaler à zéro la somme des produits. Cette 
opération conduit immédiatement à l’équation de condition 



ou 



^r + 3$- + ~ = o, 



cV 






Maintenant , puisque les surfaces [2,] et [2,] se coupent partout 
à angle droit , si nous éliminons x des deux équations qui les re- 
présentent , l’équation résultante et celle de condition (c) devront 
être identiques; or, pour opérer cette élimination, il suffit de tout 
multiplier par a dans [2,], et par « dans [2,], on aura ensuite, 
par une simple soustraction , 



ou 



.(?-;?)**+(£- b)y‘= a - «» 
oy ‘ _ * £ ‘ •s*+c£=f£?r+ i =°- 



(« — a ) cV ‘ 
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Comparant cette équation à celle que nous venons de trouver v«* mémoire. 



(«)•••• 



cV 



Z 



•+-^*+1 = 0, 



leur identité conduit immédiatement aux résultats suivants : 

1\ aa = -^— , ou act“ — a“at otc*, 

ou a («*—>*) = « (a’— C*); donc 
II*. flg= , ou a»* — a‘*=aC ‘ — *6% 

ou a (a*— 4*) = a (a* — i') ; donc — — = ?_zl. 



Or , d’après ce que nous avons exposé préliminairement sur les 
surfaces paraboloïdes, les quantités ■ , — —— sont les distances 

de l’origine aux foyers des grandes sections principales ( x , y) des 
surfaces [2,] et [2,] : donc, premièrement, ces foyers sont iden- 

tiques. De meme , a - , — — — représentent la distance de l’ori- 
gine aux foyers des petites sections principales (x, z) de [2.] et 
[2,] : donc, secondement, ces foyers sont identiques. Donc enfin, 
la seule condition nécessaire pour que deux paraboloïdes se coupent 
partout à angle droit, c’est que le foyer de chacune de leurs sec- 
tions principales correspondantes et le sommet de la surface, soient 
respectivement les memes. 

Passons maintenant à la discussion de l'équation generale 




dans laquelle *, €, y sont liées avec a, b, c par les deux équa- 
tions de condition 
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• MÉMOIRE. 



qui laissent par conséquent une des trois constantes *, S, y 
entièrement arbitraire. 

Supposons , pour fixer les idées , C* > y’, et regardons y‘ comme 
la constante arbitraire. Tant que y' sera positif, les deux foyers de 
[2, J seront placés à gauche du sommet , ainsi que nous l’avons vu 
plus haut; ou, ce qui revient au même, le sommet sera placé en 
dehors et à droite des deux foyers principaux ; il appartiendra 
donc au paraboloïde elliptique , et tous ces paraboloïdes elliptiques 
formeront un premier groupe que nous représenterons ainsi, 




Il est visible encore que plus le sommet s’éloignera des foyers , 
plus a augmentera , ainsi que € et y; et ces premiers paraboloïdes 
qui rempliront de leurs points tout l’espace jusqu’à l’infini , ne 
pourront se couper entr’eux ; car dans l’équation de condition de 
leur intersection 






a « 

c*y* 



„ . a» . , 



tous les termes sont alors nécessairement positils ; et cette équation 
ne peut, par conséquent, rien signifier de réel. 

En faisant ensuite >* = o, il faudra que z=o, c’est l’équation 
du plan des x, y. l'équation [ï,] devient alors 



w».. 



B'* 



+ ■ 



c’est une parabole horizontale limite des paraboloïdes , tournée 
vers les x négatife , ou vers la gauche. Le sommet de cette courbe 

a pour abscisse x~~ (A étant la valeur de * lorsque y =o). 

Mais dans — - an ‘ , lorsque y‘ = o. . . . a — ° ~ c . Dpnc 
le sommet de la parabole limite, placée dans le plan des x, y , 



s 
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est au foyer même des sections principales des z et x. On mon- 
trerait avec une égale facilité , que cette parubolca pour foyer même, 
l’autre foyer du paraboloïde. D’ailleurs c’est la condition générale 
à laquelle sont assujéties toutes les dérivées de l’équation (2,)= o, 
dont la parabole limite [ 1 ] s= o n’est qu’un cas particulier. 

Si y* continue de décroître après s’être évanoui, il deviendra 
négatif, et l’équation [2,] prendra cette nouvelle forme 

[2j. ... ^ = i ■+■ ~.,i 

c’est l’équation des paraboloïdes hyperboliques ( de ceux où le 
sommet est entre les deux foyers); et l’équation [2,] conservera 
cette forme tant que C“, par la diminution continuelle de ne 
sera pas devenu nul , et ensuite négatif. 

Lorsque S‘ s’évanouira , [2,] se réduira à 



[»]■ — 



9.r 

T : 






A" étant la valeur de a lorsque €‘— o. Mais dans 
«•— C* a'—b' 



lorsque C = o , a = A" : 



V" MEMOIRE 



Donc la limite des paraboloïdes hyperboliques qui forment le 
second groupe de nos trajectoires orthogonales ; cette limite , dis-je, 
est une parabole verticale dont le sommet est ou foyer commun 
des sections principales horizontales , tandis que son foyer est 
aussi celui des sections verticales x , z , puisqu’elle est elle-même 
une des sections principales du système. . 

Supposons enfin que C‘ s’étant évanoui, continue à diminuer, 
et devienne de plus en plus grand négativement ; l’équation [2,] 
se transformera en cellc-ci, 

(2,).... f — J •+- jp; •+• -çz » 
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DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

V"* mémoire, équation du paraboloïdc de première espèce , mais dirigé vers la 
droite, tandis que les paraboloïdes de ce genre, mais du premier 
groupe , sont dirigés vers la gauche. 

Ainsi donc , I*. le sommet des diderenls paraboloïdes du système 
gcnéralpeut être à droite des foyers communs de leurs sections 
principales; alors tous les paraboloïdes sont elliptiques; ils s’éten- 
dent tous à l’infini vers la gauche , et iis remplissent exactement 
l’espace de leurs points. 

II*. Le sommet avançant constamment de la droite vers la gauche, 
arrivera entre les deux foyers communs à tout le système ; alors 
tous les paraboloïdes sont hyperboliques , la section principale 
du foyer encore à gauche , s’étend par conséquent encore à l’infini 
vers la gauche, tandis qu’au contraire la section principale du foyer 
passé à droite , s’est tournée vers la droite, où elle s’étend à 
t l’infini. Tous ces paraboloïdes hyperboliques forment ensemble 
un second groupe qui , comme le premier , remplit de ses points 
tout l’espace. 

III*. Enfin , le sommet des paraboloïdes avançant toujours de la 
droite vers la gauche , laissera les deux foyers à droite, et se 
trouvera à leur gauche ; alors tous les paraboloïdes redeviendront 
elliptiques; ils s’étendront de même à l’infini, mais vers la droite, et 
ils formeront un troisième groupe qui, comme les deux premiers, 
remplira tout l’espace de scs points. 

D’ailleurs les paraboloïdes elliptiques , premier groupe, étant 
supposés séparés des paraboloïdes hyperboliques , second groupe , 
par une parabole horizontale, celle-ci a son sommet au foyer 
commun des sections verticales , et son foyer au foyer des sections 
dont elle-même fait partie. 

Au contraire, les paraboloïdes elliptiques, troisième groupe, 
sont séparés des paraboloïdes hyperboliques , second groupe , 
par" une parabole verticale ayant son sommet au foyer commun 
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ries sections horizontales , et son foyer au Foyer des sections v» mémoire. 
verticales. 

Cette dernière parabole sera le lieu des ombilics de tons les pa- 
raboloïdcs, premier groupe , comme la première parabole le sera 
pour tous les paraboloïdes du troisième groupe. Les paraboloïdes 
hyperboliques ne pouvant jamais avoir d’ombilics, n’en ont point 
non plus d’indiqués ici. 

Après avoir exposé daus tous ses détails la génération des trois 
groupes de surfaces paraboloïdes trajectoires orthogonales, il nous 
resterait à prouver que ces surfaces se pénètrent suivant leurs 
lignes do courbure. C’est ce qu’on peut faire immédiatement par 
• la méthode de l’art. II. Dès-lors on verra I*. que les lignes de cour- 
bure du paraboloïdc elliptique sont, en projection, des paraboles 
sur les deux plans principaux , «t da» «Utpmo wo des hyperboles 
pour la projection des lignes de l’une et de l’autre courbure 
sur un plan normal à l’axe ; II*. que les lignes de courbure du pa- 
raboloïde hyperbolique sont des paraboles dans les deux premières 
projections , et des hyperboles dans la projection sur un plan per- 
pendiculaire à l’axe. 

Remarquons que l’examen de notre système ne nous donne pas 
isolement les propriétés relatives à la courbure d’une seule variété 
des paraboloïdes, mais bien des deux espèces à la fois; de même 
que dans la recherche des, lignes de courbure des surfaces du 
second degré ayant un centre , nous n’avons pas trouvé seulement 
les propriétés de la courbure des ellipsoïdes ou d’un genre d’hy- 
perboloïdes séparément. Car un seul et même système de sur- 
faces trajectoires nous a fait connaître à la fois les propriétés de 
la courbure des trois genres de surfaces du second degré ayant un 
centre. La connaissance de l’un de ces genres a pour ainsi dire reflété 
sa lymière sur la connaissance de la nature des deux autres. C’est 
là certainement un des plus grands avantages de la méthode que 

41 



3aa DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

Y»' mémoire, nous avons employée. Mais il faut faire voir maintenant quelle 
n’est pas due à la rencontre fortuite d’un cas plus ou moins heu- 
reux ; et que le traitement de ce cas n’est que la conséquence d’une 
théorie générale , également applicable à tous les genres de surfaces. 

S II. 

DES SURFACES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES D'UN DEGRÉ ET D’UNE 
FORME QUELCONQUES. 

ARTICLE PREMIER. 

Des conditions d’orthogonalité ou d’orthotomie , exprimées ' 
par des équations aux différentielles partielles du premier 
, ordre. 

Cette propriété constante qu’ont Jes surfaces du second degré , 
d’étre coupées suivant leurs lignes de courbure dès qu’elles sont 
comprises dans un des trois groupes du système de trajectoires 
orthogonales ; cette propriété , dis-je , n’est point particulière à la 
famille de surfaces que nous venons d’examiner. Le meme théorème 
s’étend également à toutes les formes possibles, et voici son énoncé 
le plus général. 

Si les surfaces (6,), (S,), (Sj) sont supposées se couper deux 
à deux à angle droit dans tous les points de leurs intersections ; 
si de plus elles dépendent toutes trois de la valeur absolue d’un 
même élément u -, quand cet a prendra successivement diverses 
valeurs a', a", a!", etc...., les trois surfaces changeant à la fois 
de forme et de position dans l’espace , se transformeront en 
autant do nouveaux groupes de trois surfaces (S,)', (6.)', (S,)' ; 

(S,)", (S,)”, (Sj)"; (S.)'”, (S,)'", (S,)"', etc 

Cela posé, si toutes les (S,) sont coupées à angle droit par toute* 



Digitized by Google 



» 



THÉORIE. SECTION U. 3*3 

les (S,) et par t (Jutes les (S 3 ) , dans toute l’étendue des traces mar- 
quées parcelles-ci sur les premières. Si de même les (S.) et les (S 3 ) se 
pénètrent constamment à angle droit; alors « l’intersection des (S,) 
et des (S.) présentera à la fois les lignes d’une des courbures des 
(S,) et des (S.) ; l’interscclion des (S,) et des (S 3 ) présentera les 
lignes de la seconde courbure des (S,) et de la première des (Sj): 
enfin, l’intersection des (S.) et des (Sj) présentera les lignes de 
seconde courbure de ces deux derniers groupes de surfaces.» 

Pour démontrer ce principe général , nous allons d’abord expri- 
mer analytiquement que les surfaces de différents groupes (S,), 
(S.) , (S,) se coupent à angle droit , par le moyen d’équations aux 
différentielles partielles du premier ordre. 

Ces premières équations ne nous apprendront rien de particu- 
lier, il est vrai; mais en passant, pm- tenr nroyen , aux différen- 
tielles partielles du second ordre , les nouvelles équations de con- 
dition qui viendront s’offrir à nous, considérées isolément, seront 
précisément celles des lignes de courbure des (S,) , des (S.) et des 
(S 3 ); ce qui présentera la démonstration générale du principe que 
nous venons d’avancer. 

Soient donc trois systèmes de surfaces (S.) , (S.) , (S 3 ) récipro- 
quement orthogonales et de la forme 

F(x, f{x i y , Z, ira. ) = o , f(*,y', 2 ,^(x) = o, 

vra et 4* étant des fonctions arbitraires dont la nature est don- 
née par l’orthogonalité meme des surfaces 'de différent groupe. 
Il est évident qu’en supposant x,y,z déterminés dans ces équa- 
tions, a , ttæ, 4<x le seront pareillement; c’est-à-dire, que pour 
chaque point de l’espace on pourra trouver trois surfaces 
du système complet que nous considérons, (S,), (S,), (S 3 ), qui 
se couperont en ce point à angle droit. Réciproquement aussi , 
en regardant x, y, z comme des fonctions de «, t* , 4*> pour 




«• mémoire. 
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3*4 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

>»' mémoire, une valeur particulière de a, de tt et de 4 i x,y,z seront déter- 
minés ; ils représenteront les points communs aux trois surfaces 
individuelles correspondantes aux valeurs particulières de a , , 

4* , «pic l’on considère. Cela pose , soient les équations différentielles 
partielles du premier ordre 



I dz = p'dx + q'dy 
dz = p'dx + q"dy 
dz — p"dx + q'"dy 
et 

! dp — r’dx •+• s'dy; 
dp' = r”dx -f- s"dy j 
dp'" — r J "dx +s'"dy; 



[ (S,) 
de I (S.) 
I (S,) 



dq' = s’dx + t'dy. 
dq" = s"dx + t"Jy. 
dq"'~s'"dx -f- t"'dy. 



les équations différentielles du second ordre des mêmes surfaces 
(S,), (S.), (S 3 ). - 



“Puisque les trois surfaces générales (S,), (S,), (S,) doivent se 
couper deux à deux à angle droit , on aura d’abord ( Monge , 
premières feuilles d’ Analyse), 



f i +pp’ + q'q" = o, 
(III).... { l +p''p'" + q"q'"=x o, 

l l + p'"p' + q'"q' = o.. 



Ces équations de condition sont aussi celles que Lagrange a 
données dans un Mémoire inséré ,si je ne me trompe, parmi ceux 
de l’Académie de Berlin. 

Mais le problème ainsi rois en équation , <»t plus que déterminé. 
Pour que le système de ces trois équations puisse réellement ap- 
partenir à trois séries de surfaces trajectoires orthogonales , nous 
allons faire voir qu’il faut de plus qu’elles satisfassent à trois autres 
équations aux différentielles partielles du second ordre. Or, ainsi 
que nous l’avons avancé déjà , ces nouvelles équations sont pré- 
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cisément celles des lignes de courbure des trois groupes de sur- v— mémoim:. 
faces trajectoires orthogonales. Ce sera l’objet de l’article suivant 
Pour concevoir par la géométrie , quelle est l’influence de ces 
équations du second ordre , qui nous apprennent ce que les équa- 
tions du premier n’apprennent pas, observons que quand trois 
groupes ou séries de surfaces se pénètrent à angle droit, elles 
présentent trois séries d’intersections qui sont des lignes trajec- 
toires pareillement orthogonales; c'est ce que nous avons appelé 
les orthotomiques. Si donc on mène en chaque point d’un pareil 
système, trois plans tangents aux trois lignes qui s’y croisent 
prises deux à deux , il faudra que les trois équations de condition 
du premier ordre soient satisfaites ; et dès qu’elles le seront , les 
Lignes trajectoires se couperont à angle droit. 

Mais il ne suffit pas qm> Les lignes des trois séries de lignes 
trajectoires se coupent partout à angle droit, pour qu’on puisse 
les supposer placées sur des surfaces trajectoires orthogonales ou 
orthotomides C’est donc cette dernière propriété que doivent 
exprimer les trois équations aux différentielles partielles du second 
ordre dont nous voulons connaître la vraie signification. 

Dans la filiation de ces idées, on doit reconnaître celles de 
Monge, sur les équations qui ne satisfont pas aux conditions 



<*) Ainsi , par exemple , si nous concevons que sur un sphéroïde , on trace 
tin système de trajectoires orthotomiques , autre que celui des parallèles et des 
méridiens , puis toutes les normales de ces sphéroïdes ; en alongeant ou en 
diminuant d'une quantité constante toutes les normales à la fois, on formera une 
infinité de sphéroïdes. En traçant sur ces nouveaux sphéroïdes, de nouvelles tra- 
jectoires orthogonales , elles formeront avec les premières et toutes les normales 
communes, un système de lignes trajectoires orthogonales à trois dimensions. Ce- 
pendant on ne pourra former avec elles aucun système de surfaces trajectoires 
orthogonales ; car les normales sont alors les intersections de deux systèmes de 
surfaces gauches qui ne sauraient se couper partout à angle droit. 



/ 
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y», mémoire. d’intégrabilité , et qui dès-lors ne pouvant plus appartenir à des 
surfaces , appartiennent à des lignes courbes. Seulement, ici , au 
beu d’une seule équation aux différentielles partielles, nous avons 
trois de ces équations liées à trois séries d’un même système do 
lignes -ou de surfaces. 

ARTICLE II. 

Des conditions d’orthogonalité ou d’orthotomie , exprimées par 
des équations aux différentielles partielles du second ordre. 

Supposons maintenant que du point x , y, z correspondant à 
trois surfaces trajectoires quelconques , on passe arbitrairement au 
point infiniment voisin x+fx, y-+-£y , z-\-£z, tous les coefficients 
différentiels varieront à la fois, mais dej manière que les équations 
de condition entre (S,), (S,), (S s ) ne cessent pas d’avoir beu. 

Supposons de plus qu’au beu de passer du point x ,y ,z au point 
x + Sx,y+£y, Z-j-éz dans une direction absolument arbitraire, 
nous marchions sur l’intersection des surfaces (S.) et (S,). II est 
évident que les trois surfaces (S.) , (S.), (S,) se coupant en x,y, z 
à angle droit, l’intersection des surfaces (S.) et (S,) sera normale 
en ce point à la surface (S,). Mais d’ailleurs les équations de cette 
normqlc sont 

( Z — • z ) p' ■+• X — x — o , 

(Z — z)q' + Y — y = oj 

et elles donnent 




Ces valeurs de ^ ^ seront donc celles de ^ et tout ren- 
trera dans le calcul ordinaire des différentielles partielles. Obser- 
vons maintenant que quand nous passons du point x, y, z au 
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point x + dx , y ■+- dy , z -f- t/z*placé sur l’intersection des surfaces y», mémoire. 
(S.) et (S s ) , ces deux surlaces ne cessept pas de . se pénétrer à 
angle droit : donc alors l’équation 

1 +P"p'"+q"q"’= O. 

qui marque cette orthogonalité , ne doit pas cesser d’avoir lieu. 

Donc aussi nous aurons 

p"'dp" + q"'dq"+d‘dp m -f cfdq’" = O , 
équation où dp", dq", dp'", dq’" doivent être prises relativement aux 
dx, dy, dz dont les rapports £ sont liés entr’eux par les rela- 

tiops qu’a fournies l’équation de la normale à la surface (S,). 

Mais en vertu des équations (II), cette équation devient 

p* [t'dx+s’dy] + q’[s"dx-\-t’dy] -4- = o. 

Or , ^ = ? 7 est la conditiop pour que cette équation indique qu’on 
marche sur la normale de (S,) : divisant toutpar dx , substituant en- 
suite — au lieu de j- , et multipliant après par p', il viendra donc 

équation qu’on peut mettre sous la forme suivante, 
r*.p'p'+‘*[pV + q'pl + f -q'q r'.pV-V x " [?"<?'+ <?"/>'] + ‘'q'q' = o. 

Si au lieu de marcher sur l’intersection de (S.) et (S,) , j’avais marché 
sur l’iuterseetion de (S,) et (S,) , il est visible que j’aurais obtenu une 
équation de condition aux différentielles partielles secondes , sem- 
blable à celle-ci , et identique avec elle , en y changeant les signes 
(') en ("), et réciproquement. De même encore, si j’avais coor- 
donné les dx, dy, dz de manière à marcher sur l’intersection (S,) 
et (S,), j’aurais obtenu une équation identique à la première, en 
y changeant les (')en('"), et réciproquement j et identique 







5a8 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

V»« Mêmoibe. avec la seconde, en y changeant les (") en ej réciproque- 
ment. Donc, enfin, eu, effectuant ces diverses transmutations, 
nous obtiendrons aux différentielles partielles secondes , les trois 
équations de condition suivantes: (<*).... 

! ^V+*'[pV+?VJ+‘*-îV •+■ r'.pV+r'CpV +<?V] +t*-9V=°. 

■p'p‘ , + s " [pV-H/V] + 1" "H P . p'p'+ [p'î'-HyV"] + ^ • ?’?" — ° i 

rVp*+r”[/V-H7>*] D>V+?>*3 + *'?V= 

Remarquons maintenant que dans ces équations, les trois premiers 
termes de la première , sont identiques avec les trois premiers de 
la seconde; les trois derniers de la première avec les trois premiers 
de la troisième équation : enfin , les trois derniers de la seconde 
avec les trois derniers de la troisième équation. U suit de là que . 
ces équations peuvent être mises sous la forme 

A'"4- A"= o , 

A'"-f-A'=o, 

A"+A'*o, 

A', A", A'" représentant les parties de ces équations où se trouvent 
(r 1 , s 1 , tf), (r", s", (’ ) , (r"', s 1 ", f ) ce qui donne immédiatement 

A'= o, A"— o, A'"= o. 

Substituant pour A', A", A'" leurs premières valeurs, nous aurons 

cr> .fp'"+ y (p"q"‘+ q"p"‘) + * •?"?"' = o» 

(A). . . ] r".p‘ P '" + s" (p'q"’ + q'p'") + e' q'q"' = o , 

Ir'V/j" + s' n (pY 4- q'p") + f".q'q" = o. 



Si nous observons maintenant que les équations des normales 
à (S,), (S,), donnent respectivement en * et y , 

= ï Y-y £ Y-y 
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cc seront les équations de la projection de ces trois normales v»« mémoire. 
sur le plan des x, y, et en faisant 




les trois équations (A) deviendront 

(t 1 + s 1 [p + 4 ] + ?4 == °* 

(IV).... /'+i , ’[»+X] + ^W = o p 

( r' n + s"‘[z + 4) + t"'x4 = o. 

Or ces équations sont précisément celles que nous avons trouvées 
pour l’expression des tangentes conjuguées [ second Mémoire , 
S II, art. I], Voyez aussi le paragraphe suivant. Cette observa- 
tion seule suffirait déjà pour nous convaincre que les intersections 
rectangulaires des surfaces trajectoires que nous considérons , sont 
les lignes mêmes de courbure de cês surfaces. Mais nous allons 
nous élever directement à cette dernière conséquence. 

En reprenant les équations (III), art. précédent, il est évident 
que la seconde nous donnera 

— i = p"p"' + q"q"‘ 
et les deux autres , 

+ '==W + ïq")W+ïï") ; 

et par conséquent , 

PY'+ q"q'"+ (/>'/>"+ ) (P‘P"‘+ W ) =°. 

ou 

1 9' j?) (p 1 ?)— °- 

Si dans cette équation nous substituons pour ■£, ~ leurs valeurs 
4 et <p , nous aurons 

i 4- + [p' + ?’4] [/>’+ q'?] = °. .t 

En combinant celte équation avec la première des équations de’ 

4s 



Digitized by Google 



1 
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V» mémoire, condition (IV) qu’entraîne l’orthogonalité des surfaces, 

r' + s' (ip-f- 4) -|- /'$4 = 

en éliminant par son mojen , et substituant pour <p sa valeur 

^ , nous aurons immédiatement 
dx 7 

c’est l’équation des lignes de courbure que Monge a donnée d’abord 
dans son Mémoire sur la théorie des déblais et des remblais , puis 
dans ses leçons à l’École Polytechnique. 

• On voit donc enfin que les courbes d’intersection des surfaces 
trajectoires orthogonales , sont nécessairement des lignes de cour- 
bure à la fois sur les deux surfaces dont elles sont respectivement 
les communes intersections. 

Si nous supposons maintenant que les surfaces d’un des groupes 
6oicnt données; les (S,), par exemple ; les valeurs de p\ q', r', /, tf 
le seront pareillement On substituera ces valeurs dans les équa- 
tions de condition du premier et du second ordre que nous avons 
trouvées, et ce sera alors l’affaire du calcul intégral aux différen- 
tielles partielles, de remonter aux fonctions primitives des (S.) 
et des (S 3 ) : on pourra le faire d’une infinité de manières, ce qui 
présentera une infinité de systèmes de trajectoires orthogonales 
différents. Mais je ne m’étendrai pas sur ce sujet , parce que je 
me propose d’y revenir par la suite. 

ARTICLE III. 

Des surfaces développables trajectoires orthogonales des 
surfaces quelconques. 

Une chose extrêmement remarquable , c’est que les équations de 
condition (C), équivalentes à celles («), ou(A), ou (IV), contiennent 
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respectivement p', g', r', s', t’, ou p", g", r", s", t', ou p m , q ,n , r*, s’", t* 
isolés. D’où résulte cette conséquence : g«e/j gue soient les sys- 
tèmes de trajectoires orthogonales dans lesquels entre une sur- 
face donnée , toutes les courbes de trajection tracées sur elle 
par les surfaces de deux groupes étrangers à celui qui la con- 
tient; ces courbes, dis-je , sont constamment les mêmes, et par 
conséquent elles ne dépendent que de la nature de la surface 
donnée. Examinons de plus prés ce que peuvent être ces courbes 
qui tiennent aux trajections orthogonales des surfaces, et les dé- 
terminent ainsi, sans cependant en dépendre. 

Si nous supposons qu’un des systèmes doive être composé de 
surfaces développables , il est facile de voir que les arêtes de ces 
surfaces seront les normales des surfaces d’un des deux autres 
systèmes , du premier , par exemple. “ 

Supposons en effet que les surfaces (S,) doivent être des surfaces 
développables , condition qui , comme on sait , exigera que 




c’est l’équation de la projection horizontale des arêtes. Mais cette 
même condition rend la troisième équation de condition (a), 

y"+y»( X+ 4) + rx4=o, 

dccomposablc en deux facteurs » 

(»*+<**)(» + £+)=«».. 

équation qui pourrait être satisfaite en égalant à zéro l’un ou l’autre 
facteur , sans cesser de donner pour ^ la même valeur ; mais X 

et 4 ne peuvent être identiques que pour quelques points, ou 
pour des positions particulières du système général ; donc un seul 
de ces facteurs doit être nui , et l’autre reste arbitraire. 
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v<w .ml'iouie. Soit maintenant 

j J "+s"’X = o d’où * = — 



Or % = est la projection horizontale des normales aux 

.surfaces (S,) : donc , premièrement , si l’un des systèmes est com- 
posé de surfaces développables , les arêtes seront nécessairement 
normales aux surfaces de l'un des deux autres groupes (article 
précédent). 

D’un autre côté , la grandeur % étant la même dans les deux 
dernières équations de condition (IV) , l’équation % — & — o sera 

celle de la projection horizontale de l’intersection des surfaces (SJ 
et (Sj). Mais lorsque les surlaces (S,) sont développables, 




est l’équation différentielle des arêtes des surfaces (S,) : donc alors 
les communes intersections des surfaces (S.) avec les (S,) sont 
précisément les arêtes de ces dernières : ce que d’ailleurs nous 
aurions pu conclure immédiatement du théorème précédent. 

Puisque l’équation x — % + -s =o doit avoir lieu en même 

, **•* * ■ n • 

temps que r"-\-s'' (P4"X)-f-i"<PX = ° dans toute l’étendue de 
chaque arete des (S,), il faudra que x ne puisse varier dans cette 
équation, quelque valeur que < p puisse prendre. 

Or, cette condition exige d’abord que la partie s"<p" -f- t"ipx , qui 
contient <p dans l’équalion précédente, ne change pas, quelque 
valeur que prenne ce qui ne se peut qu’en faisant 

s" + t"x — o. 

Il fout donc aussi que l’autre partie de la même équation soit 
nulle d’elle-mcmc et qu’on ait 
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Ces deux conditions réunies donnent, eu éiirainânt x, r"t"— s"*= o, mémoire. 

équation qui montre que toutes ies surfaces (S.) sont aussi 
développables. ( Voyez Mémoire III, art. III, pag. i 56.) 

Enfin , ces conditions n’influant en rien sur les valeurs absolues 
de $ et 4, la première équation (a) conserve toute sa généralité, 
et l’équation (C) qui n’en est qu’une conséquence , restant toujours 
la même , représente aussi toujours les mêmes lignes sur la surface 
ÇS,) qui n’a pas cessé d’être quelconque, et dont ces lignes sont par 
conséquent celles qu’on est convenu d’appeler lignes de courbure : 
d'où résulte ce théorème : a non-seulement les normales d’une 
surface, peuvent former une suite de surfaces développables, mais 
toutes ces premières développables sont croisées à angle droit par 
un second groupe de surlaces pareillement développables , et les 
courbes trajectoires orthogonales r article précédent j , août 
précisément les traces imprimées sur la surface primitive (S,) par 
les surfaces développables de ses propres normales. » 

Maintenant il nous serait facile de déduire toute la théorie des ' 
lignes de courbure , comme une simple conséquence du théorème 
général que nous avons exposé. Ce théorème donne plus que ce 
que l’on considère ordinairement dans oette théorie. 

Si nous prenons un point x , y , 2 intersection de trois surfaces 
(S,), (S,), (S,), nous verrons que chaque ligne de courbure appar- 
tenant aux deux surfaces dont elle est l’intersection', sera aussi la 
ligne de courbure de deux surfaces développables; et qu’ainsi nous 
aurons à considérer pour la surface (S,), par exemple , les déve- 
loppables (A, , n ), ( A, , m ) dont les arêtes sont normales à cette 
surface (S,), et tangentes aux surfaces (S.) et ( S,); ensuite les 
développables (A, ( , ( ), ( A ,, , M ) , normales à la surface (S.), et 
tangentes à celles (S.) et (S,). H y aura donc ainsi deux surfaces 
développables, telles qu’une même ligne de courbure sera dévelop- 
pante de leur arête de rebroussement; et pour envisager complet- 
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• mémoire, tement la courbure' des surfaces en chaque point, il fendra dé- 
terminer la nature et la forme des quatre développables apparte- 
nant aux deux lignes de courbure qui se croisent en ce point. Celles 
qui sont formées par des normales marquent, si je puis parler 
ainsi , la courbure des lignes de courbure dans la surfece qui leux 
appartient , c’est un élément du second ordre ; les surfaces déve- 
loppables formées par des tangentes, marquent la flexion que prend 
la ligne de courbure sur la surface ; c’est déjà un élément da 
troisième ordre. 

Ces considérations me rappellent des idées belles et vraiment 
neuves que Lancret avait conques , et qu’il a, je crois, développées 
dans un Mémoire inséré parmi, ceux des Savants étrangers ( Mé- 
moires de l’Institut, première classe). Je ne puis que les indiquer 
ici, parce que leur auteur ne me les avait, pour ainsi dire , qu’indi- 
quées w . Pourquoi feut-il que la mort nous ait ravi un des anciens 
élèves de l’École Polytechnique , qui , contemporain de ce Dupuis 
qui n’est plus, et de plusieurs hommes célèbres qui sont encore, 
semblait promettre de beaux progrès à la géométrie analytique et 
descriptive. De loDg-temps l’École Polytechnique ne comptera parmi 
ses chefs de brigade , des Lancret , des Biot , des Brisson , des 
Dupuis, des Malus, des Poisson , et d’autres encore qui , pour avoir 
uu mérite moins éminent , n’en sont pas moins de beaucoup su- 
périeurs à la classe ordinaire des Professeurs et des Ingénieurs 
instruits 



£*) Lors de mon dernier passage à Paris , en i8o5. 



FIN DU CINQUIEME uéxOlBE. 
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NOTES PRINCIPALES 

DU CINQUIÈME MÉMOIRE. 

NOTE PREMIÈRE. 



Propriétés des lignes de courbure des surfaces du second degré , 
par rapport à leur projection sur les plans principaux. De la 
projection des lignes de courbure en général. 

L E s ligne» de courbure de» surface* dq second degré jouissent d’une propriété 
générale bien remarquable : faisons-la connaître tTHlKJftT , non? la démontrerons 
ensuite. 

Supposons , pour fixer les idées , que nous ayons projeté toutes les lignes de 
courbure d’une surface du second degré -sur le plan principal des x, y. Nous 
allons avoir deux séries de lignes essentiellement distinctes. L'une offrant la pro- 
jection do toutes les lignes de plus grande courbure; l'autre la projection de 
toutes les lignes de moindre courbure de la surface du second degré que nous 
considérons. 

Maintenant , chaque ligne de l'une ou de l’autre série peut être considérée 
comme la base , je veux dire comme la section principale x, y d’une certaine surface 
du second degré , dont les lignes de courbure auront pour projeç^on sur le plan des 
x , y , les deux séries de lignes que nous considérons. 

Voilà donc deux séries bien distinctes de surfaces du second degré , les premières 
auront respectivement pour base ou section principale des x , y , une des pro- 
jections des lignes de moindre courbure ; les autres une des projections des lignes 
de plue grande courbure. 

Et toutes ces surfaces , comme nous l’avons dit , n’auront cependant sur le 
plan des x, y, qu’un seul et même système de projections pour leurs lignes 
de plus grande et de moindre courbure. 

Pour démontrer ce théorème général , reprenons l’équation qui appartient à la 
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V»« MÉMOIRE P™!™ 1 ' 011 des lignes de courbure sur le plan des x , y ( art. III de ce Mémoire), 
elle est 

, x a’— c’ x* , b' — c* y* 

(P)-- -?"•?+ 

équation où le» constantes arbitraires », C sont liées entr'elles par l’équation de 
condition 

«* — P = a* — b\ 

Puisque l’une des grandeurs constantes » , C est arbitraire, faisons «•=0*— c*, 
en vertu de la condition précédente , nous aurons 
C* = b* — c* : 

donc alors l’équation (/>) deviendra simplement 

* .y 

Or cette équation est précisément ce que devient celle de la surface primitive 
du second degré 

lorsqu’on y fait *=o, c’est-à-dire lorsqu'on se place sur la section principale 
des x , y. Doue , premièrement } dans les surfaces du second degré , chaque 
section principale est toujours une ligne de courbure. 

Actuellement si nous considérons l'équation de la projection 



(p).... 



o* — c* . , b' — c* . 



nous verrous que a , b , c peuvent prendre une infinité de valeurs différentes 
a’, b \ c , sans que cette équation change en rien pour cela. Car il suffit de fairei 



r' 1 — c ,% i_ et 6*— c* __ b'*—c 3 



"b'd* T? 7 ' 



et d’exprimer que les axes m et n doivent toujours rester les mêmes. Voyons 
actuellement comment nous pourrons satisfaire à cette nouvelle condition : elle donne 



donc en vertu de l’équation du condition rapportée ci-dessus , j’ai 
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ou 



à * — c* m* — c* n* 

a a — 6* ' a 7 a“— b*‘ &~~ 1 ' 



3^7 
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Maintenant m dépendra toujours de n de la même manière , si a , b , c , quoi- 
que prenant des valeurs différentes , sont pourtant toujours tels que , en appef- 
iant P et Q deux constantes , on ait 



a 



a* — b* 
a * — c* 



P* 



et 



b\ 



a* — b 2 

b*— c* 



= Q 1 



Mais ces deux équations donnent aussi 

(a* — *®)=:a® — -c* et (a*— *•)=$»— c\ 

* 

Si nous retranchons membre à membre la seconde de !a première , et qu’cnsuita 
nous divisions tout par (a® — b*) , nous aurons 




équation dans laquelle deux valeurs simultanées de a, b seront deux premiers, 
axes d’ufte surface du second degré dont les lignes de courbure sont telles, 
que leur projection sur le plan de cos axes, sera constamment la mémo. 

Mais si dans l’équation aux axes des lignes de courbure projetées sur le plan 
principal x , y , 

a * — c 1 m* b* — c* n® *• 

â^rppr + F = '' 



on met pour les coefficients de m* et n® leur valeur 57 fh • *1 vient 



m* n* 

pî + Q. — >• 

Donc a l’équation qui fait connaître les axes des lignes de courbure projetées sur 
le plan principal des x , y est identique avec l'équation qui fait connaître les 
axes x et y des surfaces du second degré auxquelles ces mêmes projections 
appartiennent. » • 

Telle est la démonstration analytique du théorème général que nous avons 
énoncé au commencement de cet article. 

Ces propriétés des surfaces du second degré sont liées à des propriétés de 
l'étendue plus générales , et que pour le moment nous n’indiquerons qu'ira passant. 
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Lorsqu’on donne , toujours sur le plan des x , y , deux systèmes de courbes 
“'(*» y,‘)=o, *(x,y,e)= o, 

quoique celles du premier système soient rencontrées par celles du second sous 
un angle variable en général , on peut toujours trouver dans l’espace une infinité de 
systèmes de lignes trajectoires orthogonales dont ces courbes soient les projections. 

Et non-seulement on peut résoudre ainsi la question d’une infinité de manières ; 
mais on peut encore exiger que ces lignes trajectoires orthogonales soient les 
lignes de plus grande et de moindre courbure de la surface que leur ensemble 
représente. 

Malgré cette seconde restriction , on trouve encore que le problème est suscep- 
tible d’une infinité de solutions ; et l’on parvient à ce résultat singulier : Si ion 
se donne un seul point de la surface cherchée , ai une droite tangente en ce point 
à la surface , cette surface est entièrement déterminée. 

Or , sans connaître la surface demandée , on peut trouver ci priori s es rayons 
de courbure , dès que cette droite tangente arbitraire au point que l’on considère 
e«t donnée. 

On peut déterminer séparément les surfaces développables circonscrites à la 
surface cherchée suivant toutes les lignes de courbure dont la projection est donnée. 
Ensuite on sait comment, par la variation d’un paramètre, on trouverait l’équa- 
tion de la surface enveloppe. 

Pour déterminer ainsi chaque surface développable , on a d’abord la projection de 
toutes ses arêtes rectilignes , ce sont les tangentes à toutes les projections des lignes de 
courbure d’une même série , en prenant pour points de contact les divers points 
d'une seule et même ligne de l'autre série. 11 suffit ensuite d’exprimer que, dans 
l'espace , cette ligne seconde série est rencontrée à angle droit par tontes le* 
arêtes de la surface développable demandée. 

* Au reste , la solution générale de ces questions mérite d’être traitée à part , et 
c’est ce que nous essaierons de faire par la suite. Nous observerons seulement 
que les principes exposés dans nos premiers Mémoires , présentent la question 
sous une forme très-simple ; car ces principes ont l'avantage de donner, dans 
le cas qui nous occupe , deux équations qui contiennent séparément les éléments 
différentiels partiels du premier et du secoud ordre. 

Eu effet, nous avons fait voir qu’en représentant par p et 4* k* valeurs d® 

d\ t ». 

qui , sur le plan des jr , y, fixent la direction des projections des deux ligne» 



« 



THÉORIE. SECTION II. 33g 

de courbure } on doit toujours avoir les deux équations 

> +P* + P9(f + +)+(» +9‘)f4'=o 
et 

r + * (f ++)4-^=?> 

p , q étant les coefficients différentiels partiels du premier ordre , et r } s , t ceux 
du second. 

Or ici $ et ^ sont connus , puisqu'on se donne la projection des lignes de 
courbure sur le plan des x , y. 

Si entre ces deux équations on élimine 9 ou 4s on a de suite l'équation 
ordinaire aux lignes de courbure. Mais les deux équations qui la remplacent 
ont sur elle l'arantage d’offrir séparément, ainsi que nous Tarons déjà dit, les 
éléments du premier et du second ordre. 

NOTE IL 



De la génération des lignes de courbure des surfaces du second 
degré , par un mouvement continu. 



Nous allons d’abord démontrer par l’analyse , la description géométrique dej 
surfaces du second degré en général , telle que nous l’avons énoncée premier 
Mémoire , page 3a , et quatrième Mémoire , page 384 . Nous verrons ensuite com- 
ment le même mode de génération s'applique à la description des lignes de cour- 
bure de ces surfaces. • ... . 



«Rappelons-nous toujours que x, y , z étant trois coordonnées rectangulaires , 
et X , Y , Z trois constantes arbitraires quelconques , toute équation de la forme 



x* 

X* 




est celle des surfaces du second degré rapportées à leur centre comme origine , 
et à leurs plans principaux comme plans coordonnés. (X, Y, Z sont les demiaaxes.) 



Maintenant , appelons X , Y , Z les trois parties invariables de la droite mobile , 
qui sont respectivement les distances du point générateur x, y t z aux plans 
coordonnés rectangulaires des y , z , des x , z et des x , y. 

Ensuite désignons les coordonnées des points où la droite mobile rencontra 
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>t MÉMOIRE, k* plan* coordonnés 

) 


[*• * ) 




( ° - y * *' 


des j 


r 

l X, y ) 


par 


\ 0 , z" 

(. * m ,y a , o- 



On sait que les parties d'une ligne dr-*»*e sont proportionnelles aux projections 
de ce s mêmes parties sur un plan quelconque. En considérant successivement les 
projections des parties X, Y, Z sur les trois plans coordonnés, on aura donc 




Mais la partie X de la droite mobile comprise entre le point générateur x t y , z 
et le point o, y' t *>' placé sur le plan des y, **, cette longueur, dis-je, donne 
évidemment 

*• +0- -/)■ + (*-*')• =x*, 

on 

x* ^ x* 

Mai» nous venons de Toir, par les (qnation.1 de condition (m), qne 



Donc aussi , 



— 2 « ^»= 

X Y X Z 



Æ* 

X a ' 



Y* ' Z* 



Or cette équation est précisément celle des surfaces du second degré ayant pour 
demi-axes X , Y , Z. # 

Donc enfin , lorsqu’une droite mobile a trois de ses points assujétis à rester 
respectivement sur trois plans rectangulaires , chacun de ses autres points décrit 
une surface du second ■ degré , ayant pour centre la commune-intersection de ces 
plans , et pour plans principaux ces plans eux-mêmes. 

Supposons maintenant qu’au lieu de décrire toute la surface du second degré 
par le moyen d’un des points de la droite mobile, on veuille seulement décrire 
une ligne de courbure de cette surface. 



% 
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L' «quation générale des lignes de courbure d'une surface du second degré v»« MÉMOIüC. 
T y. -r- * 

peut toujours, ainsi que nous l'avons fait voir $ I", art. 111 de ce Mémoire, 
se mettre sous la forme 



Voyons donc , en conservant toujours la notation adoptée au commencement 
de cette note ; voyons , dis-je , quelles seront les valeurs relatives de x m et y 9 
dans la nouvelle hypothèse que nous venons de former, (.r*, y m représentent les 
coordonnées du point de la droite mobile qui doit toujours rester sur le plan 
coordonné des x t y.) 

Les équations de condition (m) nous donnent 
,X X — x m 

X~ Z 

donc 

X * . Y „ 

Æ =x^z x y = Y=z-y> 

enfin ces valeurs substituées dans l'équation de la courbe proposée , donnent 







Or , .cette équation est encore du second degré , et elle nous fait voir que 
« quand le point générateur décrit sur la surface une courbe qui , projetée sur 
n un plan principal, est une courbe du second degré symétrique par rapport aux axes 
p de la surface , la droite mobile qui porte ce point générateur , tTace siç le même 
p plan principal , une courbe aussi du second degré et pareillement symétrique par 
v rapport aux axes de la surface. 

p Telle doit donc être la trace de la droite mobile sur chaque plan principal , 
p lorsque le point générateur décrit une ligne de courbure de la surface du 
p second degré, n 

Remarquons que dans l’équation de cette trace , 




La valeur des demi-axes on des parties de la droite mobile secondaire , à l'aide de 
laquelle on pourrait décrire cette trace ( çette droite mobile étant tout entière dans 
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V** MEMOIRE* le plan des x ,y s’appuierait alors sur les axes des x et det y)‘ } cette valeur, 
disons-nous, est 

x - jg 

. — ^ — . m , pour Taxe des x, 

et • 

Y Z 

—Y — • n t pour l’axe des y. 



Pour compléter ce qu'on peut dire sur la génération des surfaces du second 
degré , dont nous venons de donner une idée , nous allons faire voir que quand 
même on prendrait de la manière la plus arbitraire , les trois plans directeurs , 
c'est-à-dire , ceux sur lesquels doivent rester trois points déterminés de la droite 
mobile , la surface engendrée par chaque point de la droite mobile n’en serait 
pas moins encore une surface du second degré , ayant pour centre l'intersection 
des trois plans directeurs , etc. 

Pour cela , regardons l'intersection même des trois plans directeurs comme 
l’origine des coordonnées , et rapportant tout à trois plans coordonnés rectangu- 
laires , soient 

ax -+* b' y -f- c'z = o 

a.“ x b m y -f- c*z = O 

a m x b m y e*x o . 

les équations générales des trois plans directeurs. 

Maintenant appelons x, y , z les coordonnées du point de la droite mobile qui 
doit décrit la surface que nous cherchons ; appelons ensuite a/, y, z' ; x*,y, z"; 
x", y m , z m les coordonnées des trois points de la droite mobile, qui doivent 
demeurer respectivement sur le premier , le second et le troisième plan direçteur. 

En vertu des équations de ces trois plans , nous aurons d’abord 

a!x' -4- V y' -f- c'z* = o, 

fl y + Ay +f V=o ( 

b m y m -j- c"z"= o. 

Mais les quatre points x,y, z; x', y', x’ ; x', y 0 , z*\ x*, y m , z m étant, par 
hypothèse, en ligue droite-, si nous appelons X , Y, Z les distances du premier 
point à chacundes trois autres , cette condition fournira les trois nouvelles équations 
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x—x' x_** x — jT v- MÉM01SK. 

x “T z ’ 

Z — z' _ z ■— z a Z — z m 

x Ÿ — Z ‘ 



Si du» c«s équations nous voulons obtenir je"', y",*"' en x, y, s et x / ,y’, 
nous aurons immédiatement 



Xy-Z(y-y) 

> x 

Xi-Z(s-s') 

* X 



Substituant donc ces valeurs dans l’équation du troisième plan directeur , 

d"x" -f- V"ÿ" c"z" ~ o, 

les coordonnées auxiliaire# j/", y'", z"' disparaissent, et il vient 

X [a"'x+b"y+c'"zj — Z [a" (x— *0 -f- b"' (y— /) -f-c'" (z— z*)] = o. 

» 

En déterminant successivement et de la même manière, x", y ", x*; a/, y*, z' an 
lieu de x"', ÿ", z'", nous aurons donc les trois équations symétriques suivantes , 



X [a'x -f -Vy -f -c'a *] — X [a (x — j/) -f V (y— yO -f- c' (a — z 1 )] r= o , 

X [a x +b ' y -fez ] — Y [a* (*— x') + b M (y— /) -f- cî (z — *')]=o, 

X j>'"x+*"'y +c"'z] — Z [a'" (x— x) -f b'" (y—/) 4- c'" (z— z*)] *= 

Si, pour plus de simplicité, nons désignons par C t •/ les coefficients de 
( x — x') , (y— y') » (z — z') dans la première équation; et par <•", C*, /; 

C"', y"', les coefficients analogues dans la seconde et dans la troisième *, enfin, 
si nous représentons par a', a", a'" les termes de la forme X [a'x-j-b'y+c'z] 
qui contiennent x,y , z dans ces trois équations ; par ces simplifications , au lieu 
des trois équations précédente# , nous aurons * celles-ci , 

a 7 — « (x— a/) — C (y —y') — y ( Z— z') = O, 

Û* — ** (x x') — C 9 (y— y) — / ( z z') SB O, 

O* - «’(x-x') - r(y-y) - y*C;-0 * c. 
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\m* MÉMOIRE. Multipliant la première de ces équations par le facteur arbitraire a', la seconde 
par a*, la troisième par a'", et les ajoutant ensuite membre à membre , on aura 



a' £/ — a' • 
4- a* a" — a*V 

H- a'"o'"*— a"V" 



! 

i 

O 


(y— y)— *' / 


— Vf 


— »v 


— s'"!"' 


— *"V" 



Si nous supposons en premier lieu qu'on ait les deux équations de condition 



il vient 




o — afCT 4 * a*(T -j- 
O = AV + A V 4 - A"V", 

_ aV-h A"n"-f- A w n w 4 

* * — ./ » . .* •* | ./// /<•/• 

A M A A A * 



Mais comme les trois multiplicateurs ne sont lié» que par deux équations de 
condition (a) , nous pouvons supposer l'un d'eux égal à l’unité , a , par exemple ; 
alors on a 




On a donc enfin , en cbassant le dénominateur commun aux deux termes , 



. (y ' 7 *" — ? y") o" 4- y y " — v?") g"+ W * — ^ y" ) Q " . 

( y , — ; y )* + 1» r — ;•+(■?<■— .y )« 

ensuite , • • 

* , ( ?’•" — «V")n'-f (-V" — y'.'") tt'4- (»'«* — «V)o'" 

> J' — tc“r'")C + («V" — v'O •" + (y'«* — «y ) S**’ 

f t enfin , 

, .T') n'+ (.'C"'— ffV") n' 4 - (7.*— .'f) c"' 

* - * - ( r •/+ ro £■+ (.V- .y )»"• 



Mais nous avons appelé X , Y., Z les distances respectives du point x , y , z. 
aux points xf, /, x*. y’, »' ; x'", y", x"'. Si donc , pour abréger , nous 

représentons par V, V, L"'; M', M', M'" ; fi', N*, N"' les coefficients constants 
de ü', C’, a'" dans les trois valeurs précédentes , elles s'offriront sous cette 
forme plus simple , * 
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x — y = L'a' + L'a* 4 - L"'n V- MÉMOIRE 
y — y = M'a' + M"a" 4- 
z — z' — N'a' + N'a* 4. N '"a"', 

Mais d’après ce que nous venons de dire , 

(x-S)‘+ (y-yy+ (*-*')•= X*; 

(Jonc «usai , 

/ ( L'a' 4- L'a' 4- L'"o'")* 

(S). . . . ( M'a' + M'a” 4- M'"a"')* 

♦ 4- (N'a' 4. N'a* 4- N'."o"')' 

Si maintenant nous nom rappelons quç a', a', a'" sont des fonctions linéaires de 
x , y, z de la forme 

a' = X (o'x 4 * Vy 4 - c'a) , 

* » 

nous verrons que l’équation précédente, toute délivrée des jf, y , *' ; x", etc., 
ne contiendra plus que x , y , s c*-4— rnmWnt— 1 rUgUiu, , cette équation é|aut 
du second degré en û',.û* fl'", le sera pareillement enx, y, a s; et de même, 
comme cette équation est homogène en, fl', fl", fl'", elle le sera pareillement 
en x , y , * , êt ne contiendra que les quarrés , ou les produits deux à deux , 
de ces coordonnées. 

Donc enfin, la surface engendrée par le point x,y , z, arbitrairement prb 
sur la droite mobile , est une surface du second degré , dont le centre est à l'origine 
des coordonnées , c'est-à-dire, à l'intersection des trois plans directeurs. 

Si nous développons l'équation (S) de cette surface , nous aurons 

(L'» 4- M'* 4- R'* ) fl' # -f a (L' L' -f M' M' 4- N' K* ) O' fl* \ 

4- (L“ 4- M'* 4 - 1 T» ) O** 4 - a (L w L'"-f- M* M'"4- N" N"') fl* fl"l a X*. 

4- (L'"‘4- N'"«) fl"' 4 -f- a (L'"L' 4 - M'"M' 4- mr ) û'"û' J 

Lorsque dans cette équation , nous substituerons pour û', fl* 1 , fl'" leur valeur en 
x , y , x, en cherchant seulement le terme qui multiplie a xy , nous aurons 

( L'* 4 " M'“ + N'*) yy + (L'L'+ M' M' 4 - R' If* ) (o / V 4 - V ) , 

(L' # 4- M"* 4- N'* ) a' V 4 - (L' L"'4- M" N* N'") (a* à'" 4 - a'"6* ) , 

(L'"* 4 - M"'* 4 - N"'*) a'"*'" 4 - (L'"L' 4 - M"'M' 4- N"'R' ) (a"'y 4- a' V"). 

Changeant ensuite a en c , pub b en c t nous aurions les coefficients de a yz, axs. 
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3*G NOTES PRINCIPALES. THÉORIE. SECTION IL 

y m MÉMOIRE- Si donc on voulait que la surface eût pour plans principaux les plans coor- 

donnés, il suffirait d'égaler à zéro ces trois coefficient» de xy , yz et xz . 

Observons maintenant que des neuf constantes arbitraires a', b\ c'\ a", b* t c*\ 
eF\ V" , c'" qui déterminent la position des plans directeurs , trois peuvent être 
égales à l'unité, sans pour cela nuire en rien à la généralité de la question. 
Donc il en reste encore six dont on peut disposer; par conséquent la condition 
précédente en laisserait encore trois arbitraires. D’où résulte ce théorème qnc 
nom avions démontré par la géométrie seulement dans le Mémoire déjà cité. 
(Journal de l’École Po l ytech n ique , tome VII , cahier XIV.) 

« Pour une même surface donnée dn second degré , il existe une infinité de 
n systèmes différente de plans directeurs M'aide desquels elle peut être décrite par 
n un point placé sur une droite mobile convenable, r» 

Et comme les relations de ces plans directeurs laissent encore dans leur 
détermination trois constantes arbitraires , on peut disposer de trois données arbi- 
’traire» dans la fixation d'un système quelconque de ces plans. 

On pourrait pousser plus loin ccs considérations ; mais comme les calculs où 
Doits serions entraînés commencent à devenir compliqués , nous croyons devoir , 
pour le moment, nous contenter de la démonstration générale que nous venons 
de donner. 

: V 4 • . ’ ’ . . , ' * * V 1 . * ; ‘ ’i 



. FtN DES NOTE* MJ Y w MÉMOIRE , Et DE LA SECONDE ET DERNIÈRE SECTION 

DE LA THÉORIE. 
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TABLE ANALYTIQUE DES MATIÈRES 

CONTENUES DANS 

LA THÉORIE DE LA COURBURE ET DE L’OSCÜLATION 
DES SURFACES. 

i 

PREMIÈRE SECTION. 

De la forme des surfaces , à partir de chacun de leurs points. 

PREMIER MÉMOIRE. — GÉOMÉTRIE PURE. 

I« MÉMOIRE. 

5. I". — CO N SrDli.Il ,VTT<Tf 5 TTCEJJM! S Al RES. 

IVIéthope adoptée dans ces Mémoire» : Cest de classer les lignes et tes 
surfaces par rapport aux contacts quelles sont susceptibles de prendre avec 
d'autres surfaces ou plus simples , ou plus générales , page 1 à 6 

Notions sur les contacts du premier ordre. — Le plan suffît pour en déterminer 
les éléments. — Les surfaces ont généralement un plan tangent unique en chaque 

point , p. 6 A 8 

Utilité des application» fournies par les contact» d« premier ordre , p. 8 

Exemple offert par la géographie . p. 8 à 10 

$ II. — De l’oscplation des surfaces. 

Des contacta dp second ordre. Conditions pour que denx surfaces aient un semblable 

contact, ' • • p. 10 à 11 

Ce que c’est que U courbure des strrfacea. Eléments nécessaires A sa détermi- 

nation', p. 10 

THÉORÈME. Une surface quelconque est toujours osculée en chacun de ses points 
pa r une surface du second degré ( et même par un nombre infini ) t p. 1 a à 1 5 

(Voyez aussi la note II sur ce même théorème, pa&a 60.) . 

D’où la théorie entière de la courbure et de l’osculation des surfaces quelconques, 
ramenée à la «impie analyse des surfaces do second degré, p.,. t 5 
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3*8 TABLE ANALYTIQUE 

Translation des diverses propriétés de la courbure des surface* du setond degré , à 
la courbure des surfaces générales, p. i 3 

Des rayons de courbure , p. l 4 

Orthogonalité des sections normales qui leur correspondent, p. i 5 

Lignes de plus grande et de moindre courbure. Orthogonalité de leurs intersec- 
tions, • p. 16 à 17 

Surfaces développables des normales : orthogonalité de leurs intersections , p. 1 7 

Surfaces des centres des deux courbures ; orthogonalité de leurs plans tangents ou 
de leurs contours apparents , p. 17 à 18 

5 ni. — De LA COURBURE DES SURFACES ET DE CELLE DE LEURS SECTIONS. 

Propriétés générales des contact* des surfaces dont la forme éprouve des variations 

déterminées , r p, 19 4 22 

Théorème GÉNÉRAL. Ce théorème n étant pas susceptible d’une analyse assez 

succincte , il faut le voir dans le mémoire même , p. aa à fl 5 

Énoncé plus simple : Si l'on imprime à tous les points dune surface (S) un mouve- 
ment parallèle au plan (fl) qui la touche en P , ce point restant immobile , et 
le déplacement de ceux qui le suivent immédiatement étant dans un rapport 
fini quelconque avec leur distance au plan (n), la nouvelle surface {S) formée 
par cette transformation , sera toujours osculatrice en P à la primitive. Et 
généralement si le déplacement des points contigus à P sur la surface est avec 
leur distance au plan P dans un rapport infiniment petit d un ordre quelconque m, 
quelle que soit ensuite à une distance finie du point P , la transformation subie 
par la primitive (S) , la nouvelle surface (Z) aura toujours avec elle un contact 
d'un ordre m - 1 - a de denx unités supérieur , p. fl 4 à a 5 

Du rayon de courbure des sections des normales des surfaces , p. a6 à 07 

Par les théorèmes précédents , la connaissance de tontes les formes possibles de 
courbure des surfaces , ramenée à celle de la courbure d*une surface individuelle 
en un seul de ses points.-— La sphère choisie pour conduire à la connaissance 

de toutes les autres surfaces dans leurs courbures , p. 27 à a8 

Valeurs des rayons de courbure des lignes du second degré , * p. j>8 

Théorème. Le rayon de courbure dune courbe du second degré, en un point P 
* quelconque, est égal au quarré du demi-diamètre parallèle g la tangente de la 

courbe en P , divisé par la distance du centre n la tangente en P , p. 29 

Application aux surfaces du même ordre'; valeur de leurs rayon» de courbure 
et de ceux de leurs sections normales > page 99 



Digitized by Google 



DES MATIÈRES. 54g 

ThéorÊME. Le quarré du plus grand ou du plus petit demi-axe , étrangers au 
sommet P , divisé par la moitié de l'axe qui contient P , est égal au glus grand 
ou au plus petit rayon de courbure en P, p. 39 

Théorème. Le rayon de courbure d'une section normale faite au point P dans 
une surface du second degré , est une troisième proportionnelle entre la distance 
du centre au plan tangent en P , et le diamètre de la surface à la fois parallèle 
à ce plan tangent et au plan de la section, p. 3 o 

Citation de quelques théorèmes relatifs aux lignes et aux surfaces du second degré. 
— ( Extraits d'un mémoire sur la description de ces lignes et de ces surfaces , 
Journal de l’École Polytechnique, tonie VH, cahier XIV), p. 3 c à 34 

Théorèmes. Ayant pris un point P sur une surface du second degré, et sur la 
section diamétrale parallèle au plan tangent en P , ensuite ayant fixé les deux 
directrices orthogonales de cette section , 

1®. La droite menée par le point P parallèlement à la plus grande directrice , 
sera tangente à la ligne de. moindre courbure ; 

9®. La droite menée par le pobt+^^n aralldeipent à la nlus petite directrice , sera 
tangente 0 la ligne de plus grande courbure. m 

Avant déterminé la troisième directrice, propre avec ces deux-ci, à la description 
de la surface , 

1®. Une troisième proportionnelle d la dernière directrice et à la plus grande des 
deux autres , sera le rayon de moindre courbure ; 
a®. Une troisième proportionnelle à la dernière directrice et à la plus petite des 
deüx autres , sera le rayon de plus grande courbure. 

Valeur des rayons des sections obliques des surfaces , p. 

Première méthode ; propriétés générales des contacts , p. 34 

Théorème. Lorsque sur deux surfaces simplement tangentes en P , on peut tracer 
deux courbes qui aient entr'elles un contact du second ordre , tout plan tangent 
en P à ces deux courbes forme sur ces deux surfaces deux sections qui ont 
entr'elles un contact aussi du second t)rdre. 

Théorème. Si deux surfaces ont dans toute l'étendue dune ligne courbe un 
contact du premier ordre , un plan qui les coupera tangentielkment à cette courbe , 
tracera deux sections qui auront entr'elles un contact du second ordre, p. 3 £ 
B y a plus, elles auront toujours un contact du troisième ordre. — Voyer 
le Supplément au second Mémoire , page asfi. 

(Voyez aussi dans la Table du second Mémoire, l’énoncé des principaux 
théorèmes qui complettent cette partie.} 
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Application aux contact* du second ordre. Exemple offert par les corps ronds , p. 36 
Conséquences générale* relatives à la perspective et aux ombre» , p. 37 

Ces conséquences nont pas toute l’étendue dont elles sont susceptibles , 
et voici le théorème qui les renferme toutes. 

Théorème. Pour une turf ace qui porte ombre ou qui est mise en perspective , 
toutes les courbes tracées sur elle tangeutiellement au contour apparent, portent 
ombre ou vont se mettre en perspective sur un tableau quelconque , suivant une 
courbe qui a toujours un contact du troisième ordre avec tombre portée ou la 
perspective du contour apparent même. 

Théorème. Toutes les sections d’une surface, tangentes à la même courbe , et par 
conséquent à la meme droite, en un point P delà surface, ont leurs cercles oscu- 
lateurs sur une seule et même sphère . 

THÉORÈME. Une sphère touchant en P une surface quelconque , sien ce point 
un seul des cercles de la sphère oscule cette surface , tous les autres cercles 
tangents au premier seront pareillement oscillateurs de la surface générale, p. 38 
Théorème. Dans les surfaces quelles quelles soient , le rayon oscillateur d'une 
section oblique Quelconque est , comme dans la spftère , la projection du rayon 
de la section normale sur le plan de la section oblique , p. 3q 

Seconde méthode pour ramener la courbure des sections obliques à celle des 
sections normales, par le moyen des surfaces du second degré, p. J[q 

S IV. — Théorie des tangentes conjuguées. 

• 

Considérations sur les plans tangents , relatives à la courbure des surfaces , p. 41 
Des surfaces développables circonscrites aux surfaces à double courbure, p. 41 
Relation nécessaire et réciproque entre la -direction de leurs arêtes et celle de leur 
courbe de contact sur la surface à double courbure qu’elles circonscrivent, p. 4 a à 43 
Tangentes conjuguées; leur définition, p. 44 

THÉORÈME. Une de ces droites étant forêts d'une première surface développable 
circonscrite à la surface donnée, la seconde droite est tangente à la courbe 
de contact , et réciproquement la seconde est l'arête d'une nouvelle développable 
pareillement circonscrite à la surface donnée , mais ayant la première droite pour 
tangente à la courbe de contact. 

Utilité des applications offertes par les tangentes conjuguées, dans la Perspective , 
les Ombres , la Catoptrique , le Défilement , etc. , p. 44 

Leurs propriétés relative» aux contacts du second ordre , à la courbure dej 
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HafiMM quelconques. -—Déduites du simple examen des surfaces osculatrices j rr m£MOIRL 
• du second degré , p. 4 & 

Théorème. Lorsqu'une surface du second degré est osculatrice dune surface 
quelconque , ces deux surfaces ont au point de contact Us mêmes systèmes de 
tangentes conjuguées. 

Analyse de la courbure des surfaces quelconques, ramenée à la discussion de* 
lignes du second degré, dout les diamètres conjugués sont les tangentes conju- 
guées de la surface générale qu'on considère , p. 46 

Théorème. En chaque point dune surface quelconque , tous les systèmes de tan- 
gentes conjuguées sont à la fois les systèmes de diamètres conjugués dune 
courbe du second degré unique , p. 47 

Théorème. Les axes de cette courbe sont les tangentes des lignes de plus grande 
et de moindre crfurbure de la surface au point que l'on considère ,+ p. 47 
THÉORÈME. En un point P dune surface quelconque , la somme des rayons de 
courbuiv des sections mumules prises deux à deux , et dirigées suivant deux 

tangentes conjuguées , est conifâtor? rt- ^n è O J m» -* — rr rfrjrnr 

de courbure de la surface au point que Ion considère , p. 48 

De L'INDICATRICE. : elle fait coraplettement connaître la forme de la courbure des 
surfaces : t indicatrice est la courbe du second degré , ayant les tangentes ron~ 
juguées de la surface en un point P , pour autant de diamètres conjuguées , p. éfi 



Symétrie de l’indicatrice. — Symétrie de 1a courbure des surfaces, p. 49 

Les surfaces offrent deux genres de courbure bien distincts. 

Premier genre. Formes à r ndicatriccs elliptiques, présentant toutes leurs courbures 
darfs le même sens , à partir d’un même point , p. 49 

Second genre. Formes à indicatrices hyperboliques , présentant constamment en 
sens contraires , leurs courbures conjuguée* , p. 5o 

Des asymptotes de l’indicatrice , lorsque l'iadicatrice est une hyperbole. — Leurs 
propriétés , p, 5i 



Applications • aux ombres , à la perspective , aux surfaces du second degré, p. 5i 
Les asymptotes offrent la démonu*tTat*on la plus simple de la génération des surface* 
du second degré hyperboliques par deux systèmes de lignes droite* , p. 5i à 5a 
THÉORÈME. Dans les surfaces hyperboliques du second degré , les droites dune 
génération font avec les lignes de courbure un angle égal à celui que les 
droites de T autre génération font avec les mêmes lignes , p. 5# 

Ketnur an cas général. Les asymptotes de l’indicatiice ne sont pas s i mp l eme nt 
tangentes à la surface } elles losculent } P- Sa 
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I„ MÉMOIRE. P°* nts I e3 deux courbures sont égales. (Voyez les Mémoires suivants.) 

En ces points l'indicatrice est un cercle ou une hyperbole équilatère , p. 5a À 53 
Espère intermédiaire. Surfaces à indicatrices paraboliques , ayant une de leurs 
courbures nulle*. Surfaces développables , p. 53 

Construction des tangentes conjuguées par un mouvement continu : cette construc- 
tion n’est réelle que quand l'indicatrice est elliptique, p. 54 

Théorème. Alors on peut toujours trouver deux droites telles que deux plans à 
angle droit tournant autour de l'une délies , tracent simultanément sur le plan 
tangent les divers systèmes de tangentes conjuguées passant par le point que 
ton considère. 

Application des propriétés des tangentes conjuguées à la détermination des éléments 
de la courbure des surfaces , - p. 55 

Utilité de^o problème général. — Exemple olTert par les formes de la carène 
des vaisseaux, p. 55 

Des surfaces développables conjuguées aux lignes de courbure; Elles sont 
nécessaires à la déCuitum complcttc de la courbure des lignes de courbure. 
Comment , par leur moyen , on peut trouver le plan oscillateur d'une ligne de 
courbure, p. 56 à 58 

NOTES PRINCIPALES DU PREMIER MÉMOIRE. 

NOTE ï qui rapporte à la page 6. 

Delà continuité des surfaces. Forme générale qu’elles affectent, à partir de 
chacun de leurs points , p. 5$ à 6o 

Théorème fondamental. L'essence des surfaces est de ne pouvoir , étant coupées 
par un plan quelconque , offrir qu'une seule courbe , à partir de chaque point. 
Les points de la surface où il en passe plus d'une sont des points singuliers , et 
toujours en nombre infiniment moins grand que le reste des points de la 
surface. 

Note H qui se rapporte à la page tu. 

Construction des surfaces du second degré osculatrices quelconques. — On ramène 
ce problème à celui de faire passer une courbe du second degré par trois points 
donnés, p. 6o à 6i 

Note III qui se rapporte à la page »8. 

De la sphère comparée aux surfaces dont les deux courbures principales sont 
dirigées en sons opposés , 6a à 63 

On fait voir que pour les surfaces à courbures principales opposées , la loi qui 
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lie U courbure de* sections obliques à la courbure des sections normales , est 
la même que celle qui lie ces sections sur la sphère, p. 6 a à 63 

Note IV qui se rapporte à la page 37. 

Algorithme des projections et des rabattements propres à la géométrie des- 
criptive. — Moyen simple d’indiquer les diverses projections d'une même grandeur 
graphique, p. 64 

SECOND MÉMOIRE. — GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Spécialement consacré à la théorie des tangentes conjuguées. 

S I er . Propriétés générales des contacts des lignes et des surfaces. 

Art. I er . Notions fondamentales, p. 65 

Théorème. Si ton suppose que x devienne x -f- i dans les deux courbes z = 9 (x) 
cl x — 4/ (x) , et quon développe, par -mypnr t ri rmf mintmimemt {etfmu tintu 9 
et 4; si les coefficients des m premières puissances de 2 sont égaux dans ces 
deux développements , les deux courbes auront au point x , z qui leur est commun , 
un contact de l’ordre m; et le même théorème s’applique immédiatement au 
contact des surfaces , p. 66 à 68 

Expression du rayon de courbure d’une ligne plane , p. 68 à 69 

Art. H. De la simplo osculation des lignes courbes «dont la forme éprouve 
certaines transformations , p. 69 

( Tout cet article se rapporte à la figure I de ce Mémoire. ) 

Théorème. Une suite de cordes d’une courbe quelconque , toutes parallèles à la 
tangente de cette courbe en P, transportées dans leur propre direction, d'une 
quantité arbitraire mais dans un rapport Jini avec leur distance de P, forment 
une nouvelle courbe toujours osculatrice de la primitive en P , p. 69 

Propriétés des tangentes aux courbes formées ainsi , p. 70 à 7a 

Démaütration analytique du théorème précédent. — Simplicité singulière de la 
valeur du rayon de courbure , offerte par cette méthode , p. 7a à 73 

Application aux courbes du second degré , p. 73 à 74 

Seconde démonstration du théorème précédent : par la considération de la forme 
des fonctions qui représentent les courbes primitive et dérivée , p. 74 à 76 
Suite de L’article II. De la simple osculation des surfaces dont la forme éprouve 
certaines transformations déterminées , p. 76 
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Extension du théorème précédent, à l'osculation des surfaces quelconques, p. 76 à 77 
Art. III. De la transformation qu'on peut faire subir aux surfaces (et aux lignes 
courbes) , sans qtPelles cessent d'avoir entr'elles un contact de l’ordre général m , 

p. 77 à 83 

(Voyez dans le texte l’énoncé même, et la démonstration analytique du 
théorème qui détermino ces contacts \ ou bien encore dans la table du pre- 
mier Mémoire , $ 1 H. ) 

Art. IV. Osculation de® courbes tracées sur des surfaces qui sont en contact 
suivant une ligne quelconque , p. 83 

PREMIER théorème. Si deux turf aces ont en commun toute une ligne courbe 
suivant laquelle elles ont un contact de l'ordre m , les deux sections faites dans 
lune et dans l'outre surface par un plan tangent à cette courbe , auront 
entr'elles un attouchement au moirs de Tordre m-f- 1. 

SECOND THÉORÈME. Si le plan coupant , au lieu d'être simplement tangent à la 
courbe de contact , (oscillait, les deux sections auraient entr'elles un attouche- 
ment ail moins de l'ordre ni-f-fi. 

Troisième théorème. Généralement, si, au lieu d’un plan , une surface courbe 
quelconque , en coupant les deux premières , touche leur courbe de contact avec 
un rapprochement de tordre n , ces deux sections auront entr'elles un contact 
au moins de tordre m + u. 

Dans le supplément de ce Mémoire , page aa6 et suivantes , nous avons donné 
beaucoup pim d'extension à ces théorèmes. 

Art. V. Rapports généraux des sections normales aux sections obliques faites 
dans les surfaces. p. 88 

Théorème. Au point où la normale d'une courbe quelconque est parallèle au 
plan de projection , le rayon de cette courbe ^jest égal à celui de sa projection , 
divisé par le quarré du cosinus de t inclinaison du plan de la courbe ; sur le 
plan de projection , p* 87 

Théorème. Le rayon osculateur dune courbe quelconque est égal à la simple 
somme des rayons des deux projections de cette courbe sur deux plans paiftl/i/es 
à ce rayon ,et d'ailleurs à angle droit , p. 88 

On pourra donc faire tourner ces deux plans autour d’un arxe parallèle à la nor- 
male , sans que cette somme cesse d’être la même , p. 89 

THÉORÈME de Meusnier. Le rayon de courbure dune section oblicjue , faite 
dans une surface , est égal au rayon de la section normale mëmement dirigée , 
multiplié par le sinus de l angle formé par le plan de ces deux sections , p. 90 
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ç XI. Théorie des tangentes conjuguées. U» mémoire. 

Art. I #r . Equation (A) des tangentes conjuguées , p. 90 à 90 

Théorème FONDAMENTAL. Démonstration de la réciprocité des tangentes 
conjuguées , p* g 3 

Art. II. Application aux lignes de courbure des surfaces , p. 94 

On détermine la condition pour que deux tangente» conjuguées soient à angle 
droit. Equation (B), p. 94 * g 5 

THÉORÈME. L'équation des tangentes conjuguées (À), combinée avec t équation (B) 
qui exprime quelles se coupent à angle droit, donne f équation différentielle 
connue (C) des lignes de courbure , p. 95 à 96 

Forme remarquable [C] qu'on peut donner à l'équation (C) des lignes de cour- 
bure , p. 97 

Avantages de l'emploi des équations (A) et (B) , sur celui de l'équation unique (C) 
qui a pour racines les variables explicites des deux autres équations , p. 98 
ART. IIT. Des rayons de courbiaNt . dia surfaces et de ceux de l eurs sections 
normales , p. 98 

Recherche du rayon de oourbure d’une section normale quelconque , p. 98 à ioo 
C omparaison des rayons de deux sections normales dirigées suivant deux tan- 
gentes conjuguées , p. 100 

THÉORÈME. La somme des rayons de courbure des diverses sections normales dune 
surface quelconque , prises deux à deux et conjuguées , est pour un même point 
de cette surface , une grandeur constante , p. 10a 

Et cette constante est précisément la somme des deux rayons de courbure de 
la surface , au point que ron considère, p. 10a 

Recherche des rayons de courbure des surfaces, en fonction de la direction dej 
ligne* de courbure , p. 10a à 104 

Equation unique aux rayons de courbure ; identité de cette équation avec celle 
donnée par Monge , p. 104 

Les équations qui nous font connaître la somme et le produit des deux rayons 
de courbure, donnent immédiatement la somme des valeur» inverses de ces 

rayons, p. io 5 

Art. IV. Du plus grand et du plus petit rayon de courbure des surfaces , p. io 5 

THÉORÈME. Dans une surface quelconque , le plus grand et le plus petit rayon 
des sections normales faites par un même point , sont précisément les rayons 
des sections normales conjuguées orthogonales , p. 108 
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Il“« MÉMOIRE. ^ sont ^ onc auSi * I e * ra >' ons des lignes que nous avons nommées lignes de 
courbure , ^ page ic£ 

De ces principes, on conclut ce BEAU THÉORÈME d'Euler : En chaque point dune 
surface, les deux directions de plus grande ci de moindre courbure sont cons- 
tamment à angle droit , p. 107 

» Art. V. Démonstration de plusieurs théorèmes d’Euler sur la courbure des 

surfaces , p. 107 

• Théorème. Si deux sections planes sont faites à angle droit suivant la même 

normale d'une, surface , en divisant /* unité successivement par les deux rayons 
osculateurs de ces sections , la somme des deux quotients sera constante dans 
toutes les positions que pourront prendre les deux sections normales quelconques 
( sans cesser d'être orthogonales ) , p. 108 

Théorème. La valeur inverse du rayon d’une section normale quelconque , est % 

égale à la somme des valeurs inverses des deux rayons de la surface même , 
multipliés respectivement par le quarré du cosinus de T angle que forme chaque 
direction principale de courbure, avec la section normale que fon consi- 
dère , p. 109 à 110 

Ce théorème a conduit Euler à la construction géométrique des rayons de 
courbure la plus simple et la plus élégante. (Voyez la note U. ) 

ART. VI. Application des théorèmes précédents à la théorie de l’action capil- 
laire, p. 110 

Exposition des principes de cette théorie , tirés de la Méchanique Céleste , p. 1 1 1 
THÉORÈME. L’action capillaire d'un ménisque sphérique , est réciproque au rayon 
de ce ménisque , p. 1 1 1 

Théorème. L'action capillaire du fluide terminé par unesurface quelconque est , 
sur un point donné de la normale à cette surface , égale à la demi-somme 
des actions de deux sphères , ayant respectivement pour centre et pour rayon , 
le centre et le rayon osculateur de deux sections normales faites à angle droit 
sur la surface du fluide ( et faites par le point donné ) , p. 1 15 

Donc , si deux sphères ont respectivement pour centre les centres de courbure de 
la surface, et pour rayon, les deux rayons osculateurs , la moitié de leur action 
totale sur un point de la normale, sera précisément égale à l'action du fluide 
terminé par la surface quelconque , p. n 5 

Recherche de l'équation aux différentielles partielles du second ordre, qui ap- 
partient à la surface d’un fluide sollicité par l'action capillaire, et d'ailleurs 
en équilibre, p. i »5 à 116 

i 
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Sa discussion conduit à la démonstration de tous les phénomène» connus , sur Uki HÉMOlhE. 
l’action capillaire : enchaînement mathématique de ces diverses conséquences 
par de* considérations puisées dans les propriétés de la courbure des sur- 
faces, p. 117 à tso 

Art. VIT. Discussion des formes de|* courbure des surfaces par la considération 
des sections conjuguées , p. lat 

A quels caractères analytiques on pourra reconnaître si les deux courbures sont 
dirigées dans le même sens , ou dirigées en sens contraires , p. 1 a 1 



Théorème. Ou tous les rayons des sections normales d'une surface sont de même 
signe , ce qui a lieu quand les deux courbures principales sont dirigées dans 
le même sens ; ou toute une série de sections normales ont leurs rayons dirigés 
d'un côté du plan tangent ; alors toutes les sections normales conjuguées à celles-là 
ont leurs rayons dirigés du côté opposé . ce qui a lieu quand les déux courbures 
principales sont dirigées en sens contraires , p. 124 à ia 5 

Art. VIII. Des ombilics. — • Conditions pour que tous les rayons des sections nor- 
males soient égaux en un même point 1 '," ' p. ia 6 

Aux points ombilics , la direction des lignes de courbure se présente sous 
une forme indéterminée, et devient ainsi susceptible d’une infinité de valeurs 
differente*, p. ia 6 

Cependant cette valeur peut n’être indéterminée qu’en apparence, et alors elle 

appartient à des ombilics d'une autre nature , p. 1 37 

Le caractère analytique des ombilics ne saurait appartenir à un point où les 
deux courbures seraient dirigées en sens opposés, p. 127 à ia8 

Pour les ombilics de quelque genre qu’ils soient , les rayons de toutes les sections 
normales sont égaux, p. ia8 

Explication d’un paradoxe analytique, p. 129 

Art. IX. Conditions pour qu'un rayon de courbure soit nul ou infini , p. i 3 i 

Des surfaces dont une des courbures principales est partout nulle : ce sont les 
surfaces développables , p. 1 3 a 

Leur équation aux différentielles partielles du second ordre, p. i 3 a 



Théorème. Lorsqu'un des rayons de courbure de la surface est infini , ce 
seul rayon est celui d'une section unique, conjuguée à toutes les autres sections 
normales , * p. i 53 

Au point d'une surface où les deux courbures sont nulles , elle est osculée par 
un plan , et ce point est pour elle un ombilic , p. i 35 
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Quand un des rayons de courbure est toujours nul , la surface devient une ligne 
courbe. p. i33 à i34 

Art. X. Emploi des équations symétriques par rapport aux deux rayons de cour- 
bure , dans la discussion des formes des surfaces, p. i34 à i36 

La marche précédente peut être rendue plus rapide , par l’emploi de ces 
équations , niais elle perd en lucidité ce qu'elle gagne en rapidité. 

NOTES PRINCIPALES DU SECOND MÉMOIRE. 

NOTE I r * qui se rapporte aux pages €q et suivantes. 

Démonstration des théorèmes des articles II et III du $ I**» P«r I* méthode des 
Fonctions Analytiques , p. i 57 à nfo 

Note II. Détermination graphique des rayons oeculateurs des sections normales 
quelconques , d'après la connaissance des rayons de courbure des surfaces , 

p. i4o à 1 4 î 

Cette note offre la démonstration de la construction géométrique donnée 
par Euler > et dont nous avons parlé page no. * 

Note III qui se rapporte à la page 1 1 1. . 

De l'action capillaire exercée par un fluide sur une colonne perpendiculaire à la 
surface , quand cette surface est une sphère concave ou convexe , p. 

Note IV qui se rapporte à la page iao. 

De T action capillaire exercée, premièrement, entre deux cylindres enchâssés l'un 
dans l'autre, leurs axes étant différents, nuis parallèles’, secondement, entre 
deux sphères excentriques , p. i 4 a à ij 4 

Cette note a pour objet de faire connaître plusieurs théorèmes nouveaux , 
relatifs à l’action capillaire, et fondés sur les propriétés de la courbure des 
surfaces. En voici le résultat principal. 

Si le même fluide est soumis à l’action capillaire , 

i° Entre deux sphères excentriques dont les rayons aient une grandeur sensible , 
quoique leur distance soit capillaire ; 

n°. Entre deux cylindres verticaux , ayant pour bases les grands cercles de ces 
sphères ; 

3*. Entre deux plans tangents aux petites sphères cnvelapées par les deux sphères 
ou les deux cylindres ( leurs centres rapportés sur le plan vertical de symétrisme 
des sphères et des cylindres donnés, et toutes les hauteurs projetées sur ce plan). 

THÉORÈME. Lejluide sera élevé ou déprimé à des hauteurs correspondantes ou de 
niveau entre les deux sphères , entre les deux cylindres , entre les deux plans. 
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SUITE DE LA THÉORIE DES TANGENTES CONJUGUÉES. — DE L’ INDICATRICE. 



Art. I* r . Equation de l'indicatrice de la courbure des surfaces, p. 14^ 

THÉORÈME FONDAMENTAL. Pour chaque point non singidier d’une surface , it 
existe toujours une ligne du second degré , placée sur U plan tangent . ayant 
pour centre le point que l'on considère , et telle enfin qu elle indique et carac- 
térise toujours tout ce qui est relatif à la courbure de la surface , à partir du point 
qu'on a pris pour centre. Telle est la courbe que nous nommons indicatrice, p. 14 5 
THÉORÈME. Un plan infiniment voisin du plan tangent , et qui lui est parallèle , 
coupe la surface suivant une courbe du second degré , indicatrice de la cour- 
bure de la surface, d partir du point que Ton considère , p. 14$ 

Art. IL Propriétés des diamètres conjugués de l’indicatrice , p. 143 

Théorème. En 
normales ont b 

par ces sections dans la courbe indicatrice de la surface, ' p. 1 5 i 

Art. III. Discussion de l’indicatrice appliquée à la discussion des divers genres 
de courbure des surfaces, p. i 53 

Forme des surfaces, quand l’indicatrice est, 1®. elliptique, a®, hyperbolique , 
3 ®. parabolique. — Caractèüs analytiques de ces trois cas, p. i 54 à i 56 
Examen de quelques cas particuliers , qui correspondent à des formes singulières 
des surfaces, p. i 56 à 1 5-7 

Art. IV. Formes des surfaces aux pointa où les deux courbures sont égales, et 
dirigées dans le même sens , p. 167 

Dans ce cas , l’indicatrice est un cercle , et toute* les courbures sont égales , p. 1 58 
Alors la méthode ordinaire pour trouver le# lignes de courbure , est en défaut, p. 1 60 
Et pour obtenir la véritable équation des lignes de courbure, il faut, par des 
différentiations successives , arriver enfin à une équation dont les coefficients ne 
deviennent plus tous égaux à zéro , p. 16c à 182 

Lorsqu’une première différentiation suffit pour cela, on obtient une équation du 



chaque point d une surface , les rayons de courbure des sections 
• urs longueurs proportionnelles mue quarrés desrettu mètres tracés 



troisième degré en d’où l’on conclut alors ce théorème: j°. Il passe 

toujours au moins une ligne de courbure par chaque ombilic , a®, il ne peut 
y on passer deux seulement ; 3 °. il peut en passer trois. p. 1 $4 

Ensuite, dus trois facteurs dans lesquels on peut toujours concevoir cette équation 
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1 H“* MÉMOIRE, décomposée , il y en aura toujours un qui présentera ^ sous une forme 

rationnelle ; et Ce facteur sera donné par l’équation différentielle de l'équation 
unique des courbures égales. — Donc alors une courbe unique représente un 
système particulier de lignes de courbure , et qui n’a rien de commun avec les 
lignes du double système ordinaire , p. 164 à i €5 

THÉORÈME. Les ombilics où se croisent une infinité de lignes de courbure , 



passerait qu’une seule ligne de courbure , 


P- » e 7 


Tableau général de la forme des surfaces pour les points 


où les deux courbures , 


dirigées dans le même sens , sont égales , 


p. 170 à I7X 


La sphère est la seule surface dont les deux courbures 


soient partout égales 


entr’elles , 


p. 171 à 17a 


Art. V. Parallèle des résultats de l'article précédent arec les résultats déjà 


connus . 


P- 175 


On fait voir dans cet article que les caractères analytiques par lesquels 



nous «roua indique les points ombilics leur appartiennent dans tous les cas. 
Exemples prb sur la sphère , l’ellipsoïde et l'anneau engendré par le mouve- 
ment parallèle d’un cercle constant , etc. 

Art. VI. Forme des surfaces aux points où las deux courbures sont égale» et 
dirigées en sens opposés , p. 187 

Pour ces points , l'indicatrice est une hyperbole éqtfatèrc , p. 188 

Théorème. Quatre plans normaux respectivement dirigés suivant les deux axes „ 
et les deux asymptotes de cette bs’perbole équilatère , divisent la surface, à partir 
immédiatement du point donné , en huit parts égales quatre à quatre, et 

superposables deux à deux , , p. 188’ 

Les lignes asymptotiques tracées sur les surface * , ont partout pour tangentes les 
asymptotes des indicatrices : leur avantage sur les lignes de courbure , p. i8q 
Théorème. J* rapport des rayons de courbure d'une surface est exprimé par 
le cube de la tangente trigonométrique de l'angle que l’asymptote forme avec 

taxe réel de V indicatrice , t p. 189 

Equation des lignes asymptotiques , p- >90 

Théorème. Quand les deux courbures sont en sens contraires, le plan tangent 
coupe la surface suivant une courbe qui, au point de contact, a pour 

P» 



tangentes les asymptotes mêmes de l'indicatrice , 

Recherche de» lignes asymptotiques des surfaces du second degré : ce sont des lignes 
droites , ‘ p. 190 à 19a 
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C'est une démons (ration immédiate de la génération des surfaces du second degré MÉMOIRE. 

hyperboliques , par le moyen d'une ligne droite, p. 193 

Dat:s les surfaces à courbures dirigées dans le même sens , les lignes tangentes aux 
diamètres conjugués égaux sont analogues aux lignes asyniptotiques , p. 192 
Recherche des lignes asymptotiques qui se croisent à angle droit, p. 19a à 1 9 3 
Art. VI. Des surfaces dont la courbure jouît d'un caractère constant dans chacun 
de leurs pointa , p. 194 

Première classe. Surfaces à courbures dirigées dans le même sens. Leur caractère 
analytique. — De la série des points qui , sur les surfaces , séparent les courbures 
dirigées dans le même sens , d'avec les courbures opposées, p. 194 à 197 
Seconde classe. Surfaces à courbures en sens opposés ; leur caractère analy- 
tique, p. 198 à 199 

7 'roisième classe. Surfaces à simple courbure , p. 199 

Ce sont les surfaces développables , p. 199 

Examen de quelques forum* particulières des surfaces ; comment on trouve les points 
où les surfaces sont données - p o^rv à ont 

Art. VIII. Application des principes précédents i U recherche des rayons de 
courbure des surfaces du second degré , p. aoa 

Cet article et le suivant peuvent être considérés comme le complément des recherches 
de Monge , sur la courbure de l'ellipsoïde , p. aoa 

Valeur générale du rayon de courbure des surfaces du second degré ayant un 
centre , • , p. ao5 

Sa comparaison avec celle qu'on pourrait tirer des valeurs données par Euler, pour 
les rayons des sections normales des surfaces du second degré , p. ao5 

Les propriétés de la description des surfaces du second degré, par une droite 
mobile qui s'appuie 9ur trois plans directeurs , conduisent d'une manière très-simple 
et très-rapide à la valeur générale du rayon de courbure , p. 206 â 207 
ÀRT. IX. Propriétés générales de la courbure des surfaces du second degré, p. 208 
Theorême. Toutes les surfaces du second degré qui ont deux axes a et b des 
x, y identiques , sont telles quen projetant les indicatrices de leur courbure sur 
le plan des axes identiques , ces projections sont pareillement identiques, quel 
que soit pour chaque surface , le troisième axe c , p. aog 

Théorème. Dans tous les points dune même surface du second degré, lindir» 
catrice est elliptique , ou elle est constamment hyperbolique. D*où il suit que , 
sur la même surface du second degré , les deux courbures sont partout dirigées 
flans le même sens , ou constamment dirigées en sens opposés , p. 209 à a 10 
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III®* MÉMOIRE. ^ dernier cas a lieu lorsqu'un axe seulement est imaginaire , le premier a lieu 
dans toutes les autres hypothèses , • p. aïo 

L'cxpresaion des rayons de courbure des surfaces du second degré , donnée dan» 
l'article procèdent , est propre A faire connaître un grand nombre de propriétés 

nouvelles de ces surfaces , p. ail 

THÉORÈME. Les deux rayons de courbure ont pour moyenne proportionnelle , 
le produit des trois demi-axes , divisé par le quarté de la distance du centre au 
point où l'on considère la courbure de la surface du second degré , p. ai a 

Propriété* générales qui ac déduisent de ce premier théorème, p. ai a à ai3 
Analogies ringulure» entre le volume do»» surfaces du second degré et le produit 

de leurs rayai > de courbure en chaque point , p. ai5 

THÉORÈME. La somme des deux rayons de courbure ( et par conséquent aussi des 
rayons de sections normales conjuguées quelconques ) est égale à la différence 
des quarrés des diagonales de deux parallélépipèdes ayant respectivement pour 
art : tes les demi-a.vrs , rf le* < •«•rrionnn * du point d'application ; cette différence 



• divisée par lu distance du centre au phm tangent en ce point , p. 214 

Propriétés générales qui se déduisent de ce théorème, p. ai 5 

Art. X. Nouvelle méthode des tangentes , p. ai(> 

Recherche d'une méthode indépendante des considérations d'infiniment petits ou 
de limites , p. aiS 



Théorème. On peut toujours trouver /'équation , i*. d’un système de lignes 
parmi lesquelles se trouvent comme individus , une courbe donnée quelconque et 
sa tangente en un point ; a*, d'un système de surfaces parmi lesquelles se trouvent 
comme individus , une surface donnée et son plan tangent ; il suffit ensuite de 
donner à la constante arbitraire de chaque système la valeur qui correspond 

à la tangente ou au plan tangent , p. a »7 à 219 

Cette méthode exposée d'abord pour les lignes et les surfaces du second degré , 
dans les traités élémentaires, est susceptible de la plus grande simplicité , p. aig 
Idée de la marche qu*fl faudrait suivre alors , p. aao à aat 

APTES PRINCIPALES PL TROISIÈME MÉMOIRE. 

Note I qui ae rapporte à la page aoj. 

Des «yoga de courbure dm paraboloïdes , > p. 330 

Comment de l’éq italien de» turfaces générales da igoond dtftré , rapportées à 
leun plana principaux, on peut |Mg immédiatement A l'équation de» pa- 
raboloïdca, ‘ p. «33 
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Par le même moyen , on passe aussi directement de l'expression du rayon de 
courbure des surfaces du second degré , quelconques, à celle du rayon des para- 
boloïdes. — Identité de ce résultat avec celui fourni par la voie directe , p. aa3 
Propriétés des paraboloïdes , relatives à leur courbure , p. ao4 

Note II qui sc rapporte à la page 309 . 

De l'indicatrice des paraboloïdes , p. aa5 



PREMIER THÉORÈME. Dans un paraboloïde du second degré quelconque , les in- 
dicatrices de la courbure se projettent toutes sur un plan perpendiculaire à taxe , 
suivant des courbes semblables et semblablement placées , c’est-à-dire , qui ont 
leurs lignes homologues parallèles , p. ao$ 

Second théorème. Toutes Us courbes planes qu'on peut concevoir tracées sur 
un de ces paraboloïdes, projetées parallèlement à taxe, sur un plan quel- 
conque , sont des courbes semblables et semblablement placées sur ce plan, p. ao5 

SUPPLÉMENT 

AU PARAGRAPHE PREMIER DU SFC ff W P B EMUlKb , ' J C lWt B IT-y T«>t 6 0. 

Osculation des courbes tracées sur des surfaces qui sont en 
contact suivant une ligne quelconque , aatf 

THÉORÈME. Lorsque deux surfaces ont dans toute t étendue dune ligne courbe un 
contact de tordre m , tout plan tangent à cette courbe , et qui coupe les deux 
surfaces , y produit deux sections qui nont pas seulement entr elles un contact 
immédiatement supérieur À m , mais immédiatement supérieur au double 
de m , p. 938 

Ainsi tout plan tangent à la courbe suivant laquelle deux surfaces ont un contact 
du premier ordre , les coupe suivant deux lignes qui ont entr elles un contact 
du troisième ordre , p. 939 

Mais si le plan coupant est oscillateur de la courbe* suivant laquelle deux surfaces 
ont entr’elles seulement un contact du premier ordre , ce plan les coupe suivant 
deux lignes qui ont entr elles un contact du cinquième ordre, p. *3o 

Théorème général démontré par la méthode des Fonctions Analytiques. 
Lorsque deux surfaces ont dans toute l'étendue d’une ligne courbe un contact 
de tordre m , et qu'une troisième surface qui les coupe , a pourtant avec leur 
courbe de contact un rapprochement de tordre n en un point , en ce même 
point les sections faites dans les deux premières surfaces par la troisième , 
ont entr elles un contact de tordre p. a3* à a3a 
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SECONDE SECTION. 



DE LA COURBURE CONSIDÉRÉE SUR TOUTE L'ÉTENDUE DES SURFACES , p. a33 



QUATRIÈME MÉMOIRE. — GÉOMÉTRIE PURE. 

$ I ,r . Propriétés générales des surfaces trajectoires orthogonales, relatives à la 
courbure des surfaces, p. a54 

Considérations générales , p. a 34 à a38 

Théorème fondamental sur les surfaces trajectoires orthogonales. Si trois 
séries de surfaces sont telles que les surfaces de chaque série coupent partout 
à angle droit celles des deux autres séries , chaque courbe d intersection est 
à la fois une ligne de courbure pour les deux surfaces de différentes séries 
dont elle est l'intersection , p. a3$ 

Utilité de ce principe : sa di'monaf ration , ^ p. 3^0 à 3^3 

Le paragraphe suivant roule sur l’examen des grandeurs graphiques singulières 
offertes par le système des surfaces trajectoires orthogonales , p. 243 

$ H, Discussion générale des systèmes de surfaces trajectoires orthogonales. Des 
tropiques et des trapétdes ; leur définition , . p. a 43 

Des tropiques et des tropéïdes d'un système de courbes tracées sur une série d» 
surfaces, * P' a 44 

Théorème. Les tropiques peuvent toujours être considérés comme les intersec- 
tions successives de ces lignes ; et les tropéides comme les intersections succes- 
sives des surfaces , * ' p. *44 

Des deux surfaces tropéïdes d’une série de surface», figurées par des systèmes de 
courbes tracées sur les surfaces de la série , p. a 44 à *4o> 

Arête de rebroussement des surfaces trajectoires orthogonales (S,), (S,), (Sj), p. ajfi 
Théorème. Les tropiques de chaque (S,) , les tropiques de chaque (.S,), et les 
r intersections des surfaces (S,) avec les (b,) , forment sur la tropeide [* 3 ], un 
système de courbes or th atomique s ou trajectoires orthogonales , p. 346 à 347 
Des trois surfaces tropéides (V,] , [VJ, [> 3 ], d’un système complet de surface» 
trajectoires orthogonales , c’eat-à-dirc, offrant trois séries distinctes de surface» 

4 trajectoires (S, - ) * (S t ) rWîtfe-îi P* *47 

Des lignes hjpertrapiqùe* < , p. 248 

TbÉO&$MF. Les lignes hypertropiques sont à la fois les tropiques des tropiques 

■ ‘j * w . v j 

. à® 
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des (S,) , (S,) , (S 3 ) , et les communes intersections des surfaces tropéides {VJ , jy mt MÉMOIRE, 
[r,] , [VJ , prises deux à deux. 

Des point» hvpertrnpiques. Formes remarquables des surfaceten ces points , p. 949 
Di > points remarquables où la forme des surfaces est semblable à celle offerte 
par le cône , à partir du sommet , p. a 49 

Df.s OMBILICS.— Première espère. Sont aussi des points hypertropiques, p. a5o à a5a 
Seconde espèce. Forme de9 courbes trajectoires , à partir de ce point , p. a5a à a53 
Sont aussi des points hypertropiques , p. a 54 

Théorème. Si les lignes trajectoires d'un mèmf groupe de surfaces trajectoires 
orthogonales , perdent leur courbure en atteignant leurs tropiques respectifs , 
chacun de ces tropiques sera la ligne la plus courte qu’on puisse mener entre 
deux quelconques de ses points sur la surface tropéïde qui le contient , p. a55 
Du système d’orthotomides ou de surfaces trajectoires orthogonales , lorsque deux 
groupes de surfaces y deviennent développables , • p. a55 à a5t> 

Th loréme. Vne sttrfitcv trmjcctoire-quelconque (S,) étant donnée , il est toujours 
possible de concevoir un système HP * ua ye umn e s unimguuwiwf - de la 

manière suivante. 

Premier groupe. La surface (S,) et toutes celles (S,)', (S,)", (S,)"..,, quon for- 
mera par un accroissement ou par un décroissement uniforme de toutes les 
normales de-{S t ). 

Second et troisième groupes. Les surfaces développables des normales à (S,). 

Ce système particulier conduit à la théorie générale des lignes de courbure des 

surfaces , p. a56 

Translation des propriétés des surfaces trajectoires orthogonales , à la courbure des 
surfaces quelconques , p. s 07 à a5g 

Grandeurs graphiques singulières offertes par la courbure des surfaces , p. a5g 

Seconde simplification du système général d'orthotomides. Théorie de la cour- 
bure des ligpes courbes , p. a6o 

Des deux courbures d’une ligne courbe , p. 26a 

Nécessité , avantages de leur détermination , p. 26a à aS3 

Celles des lignes de courbure sont complettement données par notre système général 
* de surfaces orthotomides ou trajectoires orthogonales , p. 264 

$ III. Application des propriétés des surfaces trajectoires orthogonales , à la re- 
cherche des lignes de courbure des surfaces en général , et particulièrement des 
surfaces du second degré, # p. 264 

Utilité de ce système dans la recherche de» lignes de courbure des surfaces , p. a65 
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JY"* MÉMOIRE. Exemple offert par les surfaces du second degré , p. aG 5 

Recherche des surfaces trajectoires propres à couper partout , à angle droit , une 
surface générale du second degré. — La surface du premier degré , le plan ne 
peut pas être une telle trajectoire, p. a6t> 

Orthotomie de deux surfaces du second degré , p. 066 

TbÉORÊME. $1 deux surfaces du second degré ayant mêmes plans principaux , 
se coupent à angle droit en Un certain point, lorsqu’on prendra la somme des 
quarrés du rapport de chaque ordonnée de ce point au produit des demi-axes 
parallèles à la même ordonnée , cette somme sera nulle , p. 367 

Théorème. On peut toujours trouver un c 6 ne du second degré , symétrique 
par rapport aux mêmes plans principaux , el dont les coordonnées pour chaque 
point satisfassent à cette dernière condition , p. 067 

Théorème. Deux surfaces du second degré se couperont n angle droit dans 
toute t étendue de leur intersection , si seulement leurs sections principales se 
coupent à angle droit , * p. a68 

Formation du système général cTorthotomides du second degré, p. 068 

Théorème. Pour que deux surfaces du second degré (2,) , (2,) se coupent partout 
à angle droit, il faut que leurs sections principales correspondantes aient 
les mêmes foyers. p. 369 

THÉORÈME. Quand deux surfaces du second degré ayant mêmes plans princi- 
paux, ont les quarrés de. leurs axes correspondants équidijfcrents , ces deux 
surfaces se coupent à angle droit dans toute l’étendue de leur commune in- 
tersection , p. 369 

Discussion du système général de surfaces trajectoires orthogonales du second 
degré , p. 389 

Premier groupe. Ellipsoïdes : ils remplissent tout l’espace de leurs points , p. 369 

Ellipse limite : dans le plan des grandes sections principales , p. 370 

Second groupe. Ilyperboloïdes hyperboliques. Ils remplissent tout l’espace de leurs 
points , p. 370 

Hyperbole limite : dans le plan des moyennes sections principales , p. 370 

TYoisièmc groupe. Hypcrboloïdes elliptiques. Ils remplissent tout l’espace de leurs 
points , . p. 270 

Discussion des lignes de courbure des surfaces du second degré , p. 371 

Comment et jusqu'à quel point notre système de surfaces trajectoires orthogonales 
caractérise et décompose la courbure des surfaces du second degré , p. 371 
Théo&émE. Les projections des lignes de courbure des surfaces du second degré , 
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sur les plans principaux , sont des courbes du second degré , dont les axes 
sont places sur les axes mêmes de la surface , p. 37a 

Projections des lignes trajectoires orthotomiques , ou lignes de courbure des sur- 
faces du second degré , p. 37a à 373 

Théorème. Dans le système général de surfaces trajectoires orthogonales du second 
degré , les lignes de courbure communes aux surfaces de deux genres différents t 
projetées sur les plans principaux , sont des ellipses ou des hyperboles , sui- 
vant que les sections principales correspondantes des surfaces du troisième 
genre sont au contraire des hyperboles ou des ellipses , p. S73 à 374 

Premier groupe d' orthotomiques ou lignes de courbure communes à l' ellipsoïde 
et 4 l'hyperboloïde hyperbolique , leurs projections sur les plans des grande * 
moyenne et petite sections principales , sont des ellipses , des ellipses , des 
hyperboles t -» A , : , . • . $ • p. urjS 

Second groupe, ou lignes de courbure commune à l’ellipsoïde et à l'hyperboloïde 
elliptique. Leurs projecbwu sur le» plans des grande , moyenne et petite sec-* 
tions principales , sont des hyperBëftès , 4mm e/*)w ■«, Ha nttyi». , — -y 
7'roisième groupe ou lignes de courbure communes aux deux hyperboloïdes. Leurs 
projections sur les plans des grande , moyenne et petite sections principales , sont 
toutes des hyperboles , - p. 375 

Tableau général de la forme des projections des lignes de courbure des surfaces 
du second degré , p. 27G 

Des courbes limites des trois groupes de surfaces et de leurs lignes de courbure, p. 377 
Ellipse limite. Elle est le lieu des ombilics de tous les hyperboloïdes eilip- 
* tiques t • p. 377 à 378 

Hyperbole limite. Elle est le lieu des ombilics de tous les ellipsoïdes , p. 279 
Relations des deux courbes limites, placées dans des plans perpendiculaires , p. a8o 
Théorème. Tous les ombilics des ellipsoïdes sont autant de foyers de la courbe 
lieu des ombilics des hyperboloïdes à deux nappes , et réciproquement. — Autres 
propriétés , • p. a 80 

Moyen de trouver immédiatement les ombilics des surfaces du second degré, p. 38 1 
Système général d’ortbotomides poraboloïdes. Leurs ombilics, p. 381 

Tableau général de la forme des projections des lignes de courbure des paraboloïdes , 

* p. 383 

Analogies singulières entre les lignes de courbure des surfaces du second degré et les 
foyers des sections principales, p. s 83 

Description des surfaces du second degré et de leurs lignes de courbure, par un 
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568 TABLE ANALYTIQUE 

mouvement continu , p. 

THÉORÈME. Lorsqu'une droite mobile s'appuie par trois points fixes sur trois 
plans principaux , chacun de ses points décrit toute une surface du second 
degré, * p. a84 

Théorème. Lorsque le point générateur, au lieu de décrire toute la surface, ne 
« décrit plus qu'une de ses lignes de courbure , la droite mobile trace en même 
temps sur chaque plan principal une courbe du second degré ayant pour axes 1 rs 
axes mêmes de la surface , p. a 85 

Ces traces de la .droite mobile peuvent elles-mêmes être décrites par des 
droites secondaires. 

Appareil pour la description des lignes de courbure f • p. 286 

Dans la recherche des lignes de courbure , le système général d’orthotomides ou 
surfaces trajectoires orthogonales à double courbure , est souvent préférable à 
celui des développables des normales , p. 387 

Conclusion de ce Mémoire. — Emploi qu'il faudra faire du système général des 
"trajcctuiies orthogonales , a88 à 890 

NOTES PRINCIPALES DU QUATRIÈME MÉMOIRE. 

Note I qui se rapporte à la page 339. 

Idées sur la nomenclature géométrique. — Incohérence des expressions reçues. 
— Leur complication pour exprimer les objets que la géométrie descriptive 
considère.— Dénominations nouvelles. — U est à désirer, si elles ne sont pas 
adoptées , quelles attirent au moins l’attention des géomètres vers un objet si 
intéressant, • p. agi à aga 

Note II qui »c rapporte à la page a 4 i* 

Théorème. L'angle de deux plans étant droit , un troisième plan qui les coupe 
chacun sous un angle droit, à un infiniment petit du premier ordre près , 
marque sur eux deux traces qui font .entr'elles un angle droit , à un infini- 
ment petit du second ordre près , p. aga 

Note III qui se rapporte à la page 

Conditions pour que deux plans tangents , et par conséquent deux surfaces , se 
coupent à angle droit en un point donné , .p. ag 3 

Ce que c'est que les soutangeutes des plans tangents , p. ag 3 

Théorème. Deux plans se coupent à angle droit lorsque la somme des produits 
deux à deux des valeurs inverses de leurs soutangentes correspondantes, est 
nulle , P- *54 
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Théorème. La somme des produits , deux à deux , des valeurs inverses des soutan- t y me 
gentes correspondantes , divisée par le produit des deux droites ayant respective- 
ment ces valeurs inverses pour projections ; ce quotient , dû- je, est précisément égal 
à ce qu'on appelle le cosinus de l'angle formé par les deux plans , p. 996 
•Note IV qui se rapforte aux pages 981 et 98a. 

Déterminât^ des ombilics des surfaces du second degré , réduite à sa plus simple 
expression. 

CINQUIÈME MÉMQIRE. — GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Théorie des surfaces trajectoires orthogonales, appliquée à la 
détermination des lignes de courbure . 

S l* r . Des surfaces trajectoires orthogonales du second degré. 

Art. I #p . Déterminer les conditions qui rendent deux surfaces du second degré , 
trajectoires orthogonales réciproques , p. 998 

Première méthode. On retrouve ici T^pâr l'analyse, les cnnehnorrr~ aCTiqu g lle » 
nous avons vu qu’il fallait satisfaire , par la méthode géométrique du Mémoire 
précédent. 

Seconde méthode plus rapide et plus Ihnple , p. 3 c 1 

Art. II. ThÉoRÊME. L'intersection de deux surfaces du second degré, trajectoires 
réciproques orthogonales , est précisément pour lune et pour t autre, une des 
lignes de leur courbure , p. 3 c 3 

Art. in. Identité des équations nouvelles des lignes de courbure des surfaces du 
second degré, avec celles trouvées par Monge , p. 3 o 5 

Art. IV. Système général des surfaces trajectoires orthogonales réciproques du 
second degré , p. 3 o 8 

Transformations successives de l’équation de ce système pour produire celles des 
trois genres particuliers , ellipsoïdes , hyperboloïdes hyperboliques , hyperboloïdes 
elliptiques, qui se traversent constamment à angle droit. — Equations de l'ellipse 
et de l'hyperbole limites, p. 3 oq à 3 i 4 

I, 'avantage de ce système est de faire connaître à la fois tout ce qui peut être 
relatif aux lignes de courbure des trois genres de surfaces du second degré , 
lorsqu’on cherche seulement les lignes de courbure d’une seule surface de ce 
degré. 

Art. V. Du système des surfaces paraboloïdei trajectoires orthogonales , p- 3 i 4 

4 7 
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V*nt MÉMOIRE. Caractère- géométrique des paraboloïdes elliptiques et hyperboliques , relativement 
aux foyers des sections principales, p. 3j5 

Recherche des conditions analytiques qui doivent avoir lieu pour que deux parabo- 
loïdes se coupent partout à angle droit, p. 3i5 à 317 

THÉORÈME. Cette condition exprimée en Géométrie, est que les surfaces para- 
is loi des trajectoires orthogonales ont constamment memes /byqp pour leurs 
sections principales correspondantes ; et cette condition suffit toujours à l ortho- 
gonalité des intersections , p. 317 

Transformations successives de l'équation générale du système des paraboloïdes , 
pour produire les trois groupes de paraboloïdes qui se coupent à angle droit. 
— liquations des paraboles limites, p. 3i8 à 3ao 

I - avantage de ce système est de faire connaître à la fois tout ce qui peut être relatif 
aux lignes de courbure des deux genres de surfaces paroboloïdes du second degré, 
lorsqu’on cherche seulement les lignes de courbure d'une seule paraboloïde, p. 3a t 

$ II. Des surfaces trajectoires orthogonales d’un degré et d'une 
FORME QUELCONQUES. 

Art. l* r . Des conditions d’orthogonalité ou d’orthotomie , exprimées par des équa- 
tions aux différentielles partielles du premier ordre, p. 3aa 

Comment on peut exprimer analytiquement que trois séries de surfaces dépendant 
chacune d’un paramètre arbitraire , sont telles que chaque surface d’une série est 
partout coupée à angle droit par les surfaces de» deux autres séries, p. 3a3 
Équations (IU) aux différentielles partielles du premier ordre , qui expriment cette 
condition. 024 

Théorème. On peut concevoir une infinité de systèmes composés de trois séries 
de lignes trajectoires orthogonales , et tels qu'à partir de chaque point d'un de 
ces systèmes , si l'on conçoit i®. les trois lignes trajectoires passant par ce point, 
a®, toutes les autres lignes trajectoires qui les rencontrent , on va former ainsi 
trois surfaces qui se couperont à angle droit au point que l'on considère ; mais 
qui , à une distance finie de ce point , ne se couperont plus à angle droit , p. 3a5 
Par conséquent , pour toutes ces surfaces , les équations différentielles du 
premier ordre (IU) pourront être satisfaites , sans que la condition d’orthogo- 
nalité quelles expriment ait lieu pour les intersections des surfaces trajectoires, 
au-delà du point où l’on s’était placé sur trois surfaces à angle droit : c’est 
donc l’extension de cette condition d’orthogonalité , aux points su J vans , qu’il 
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s’agit d'exprimer ; et cest à quoi nous parvenons par le moyen des équations MEMOIRE, 
aux différentielles partielles du second ordre. 

Art. II. Des conditions d’orthogonalité ou d’orthotomie , exprimées par des équa- 
tions aux différentielles partielles du second ordre, p. 3aG 

Comment on exprime qu’en s'avançant infiniment peu sur la normale d'une surface 
de la première série , par exemple , les deux surfaces de l’autre série, qui passent 
par le point que l’on considère , se coupent toujours à angle droit , p. 3aG à 037 
En marchant ainsi successivement sur les trois normales aux trois surfaces qui se 
croisent à angle droit en un même point , on obtient trois équations aux différen- 
tielles partielles du second ordre. Or , la coexistence de ces trois équations exige 
que chacune se décompose en deux parties ; et les nouvelles équations qu’on ob- 
tient ainsi , au moyen d’une simple transformation , sont précisément les équations 
aux tangentes conjuguées des trois surfaces *, mais, comme les surfaces sont suppo- 
sées se couper à angle droit , ccs tangentes conjuguées sont orthogonales , et par 
conséquent elles appartiennent aux lignes de courbure respectives des surfaces 

trajectoires orthogonales , ^ ■ p. ga? à 33 o 

De là résulte la démonstration analytique du théorème énoncé dans le Mémoire 
précédent, p. 33o 

Art. III. Des surfaces développables trajectoires orthogonales des surface» quel- 
conques , p. 3 3o 

Théorème. Quels que soient les systèmes de trajectoires orthogonales dans les- 
quels entre une surface donnée, toutes les courbes de trajecùon tracées sur elle 
pan les surfaces des deux groupes étrangers à celui qui la contient; ces courbes, 
disons-nous , sont constamment les mêmes , et par conséquent elles ne dépendent 
que de la nature de la surface donnée , p. 33 r 

Théorème. Si les surfaces d'un des groupes sont développables , et c'est ce qu'on 
peut toujours supposer, les surfaces d’un second groupe sont aussi développables , 
et elles se coupent à angle droit , suivant les normales des surfaces du troisième 
groupe t p. 33i à 33a 

D’après ces résultats , il serait facile de déduire toute la théorie des lignes de cour- 
bure, comme une simple conséquence , du théorème général qui sert de base à 
cette seconde section , p. 333 

Le système complet de trois séries de surfaces trajectoires orthogonales ne fait pas 
seulement connaître les rayons de courbure de la surface , il fait connaître les 
deux courbures de chaque ligne de courbure. — Utilité de cette connaissance , 

p. 333 à 334 
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NOTES PRINCIPALES DU CINQUIÈME MÉMOIRE. 
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Note I qui se rapporte à la page 3c8. 

Propriétés des lignes de courbure des surfaces du second degré par rapport à leur 
projection sur les plans principaux. De la projection de ces lignes de courbure en 
général , p. 335 

THÉORÈME. Pour une surface du seront/ degré quelconque , chaque ligne de cour- 
bure, projetée sur un plan principal, est la section principale ou la base d'une 
nouvelle surface du second degré telle que toutes ses lignes de courbure ont pour 
projection, sur le même plan principal, la projection même des lignes de courbure 
de la première surface , 

Ce premier théorème est analytiquement démontré par ce second théorème généra- 
lement applicable à toutes les surfaces du second degré : 

THÉORÈME. L’équation qui fait connaître les axes des lignes de courbure projetées 
sur le plan principal des x , y, est identique avec réquation qui fait connaître 
les axes x et y aA» surjaces du second degré auxquelles ces mêmes projections 
appartiennent , p. 337 

Ces propriétés des surfaces du second degré sont liées à des propriétés de l'étendue 
plus générales , p. 307 

Théorème. Lorsqu'on se donne sur un plan les projections des lignes de courbure 
d une surface , si ton se donne en outre un seul point de la surface inconnue , et 
une droite tangente en ce point à la surface , elle est entièrement déterminée , p. 338 
Note II qui se rapporte à l'art. IV. 

De la génération des lignes de courbure des surfaces du second degré par un 
mouvement continu , p 33g 

Démonstration analytique de la génération des surfaces de ce degré , énoncée 
page 3a, premier Mémoire, et page 284 quatrième Mémoire. Dans le cas où 
les trois plans directeurs se coupent à angle droit, et sont pris pour plans 
coordonnés , p- 33g à 340 

Théorème. Quand le point générateur décrit sur la surface une courbe qui, pro- 
jetée sur un plan principal , est une courbe du second degré symétrique par 
rapport aux axes de la surface, la droite mobile qui dirige ce point générateur 
trace sur le même plan principal , une courbe aussi du second degré, et pareille- 
ment symétrique par rapport aux axes de la surface , p* 34 1 

Théorème. Telle doit donc être la trace de la droite mobile sur chaque plan 
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